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RESUMO  
O principal objectivo deste trabalho é desenvolver uma metodologia que permita o 
dimensionamento expedito e económico de estruturas laminares de betão armado, 
designadamente paredes, lajes e cascas. 
Para isso, será exposto o desenvolvimento e a aplicação de um pós-processador de 
dimensionamento, em linguagem MATLAB, chamado LamiSteel, elaborado com base nos 
pressupostos estabelecidos pelo Eurocódigo 2 para o estudo de elementos sujeito a Estados 
Planos de Tensão. Sendo, por isso, necessário efectuar algumas considerações na 
implementação da metodologia para que o tipo de elementos do âmbito deste trabalho possam 
ser dimensionado à luz deste código. Isto foi conseguido, considerando o modelo de “sandwich” 
sugerido pelo Modelo Código 90 (MC90), constituído por três camadas, sendo que as exteriores 
fornecem a resistência aos esforços de flexão e membrana e a interior ao esforço de corte. 
Assim, é necessária uma transformação dos esforços de flexão e membrana no folheto médio 
para somente esforços de membrana nas camadas exteriores, de modo a permitir o 
dimensionamento como elementos sujeitos ao estado plano de tensão. 
Considerando, os esforços resultantes de uma análise linear elástica com recurso aos elementos 
finitos, é possível determinar as áreas de armaduras nos nós pelo método de dimensionamento 
proposto. A partir destas áreas e com as capacidades de pós-processamento do software de 
análise estrutural é possível visualizar os mapas de densidade de armadura para uma fácil leitura 
e identificação das armaduras calculadas, optimizando desta forma o tempo de 
dimensionamento e de pormenorização das armaduras.  
A validação desta metodologia foi conseguida com os dimensionamentos de uma laje 
simplesmente apoiada com influência da compressão axial, uma laje encastrada com um bordo 
livre, uma cúpula esférica e uma laje com continuidade nos 4 bordos, que posteriormente foram 
comparados com o dimensionamento efectuado por outros autores e também recorrendo a 
tabelas de dimensionamento. Para a validação da aplicação a elementos sujeitos a um estado 
plano de tensão, foi dimensionada uma viga-parede e depois comparou-se com um 
dimensionamento recorrendo a um modelo de escoras e tirantes.  
 
PALAVRAS-CHAVE: Elementos laminares, betão armado, dimensionamento automático, 
programação em MATLAB.  
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ABSTRACT  
The main goal of this thesis is to develop a methodology that contributes for an expeditious and 
economical reinforcement design of laminar, namely walls, slabs and shells.  
To reach this goal, it will be exposed the development and application of a post-processor of 
reinforcement design, in MATLAB, called LamiSteel, elaborated with the assumptions 
proposed by Eurocode 2 for the study of concrete elements subjected to a plan stress. It was 
necessary to do some considerations on the implementation of the methodology for the elements 
considered in this work that could be designed by this code. This was achieved taking into a 
account the “sandwich” model, suggested by Model Code 90 (MC90), which consists in split 
the element into three layers. The outer layers resist to the flexural forces, and the inner layer to 
the shear forces. Therefore, it has to be a transformation of the membrane and flexural forces in 
the center of gravity into forces applied in outer layers to allow the study of this type of 
elements as plane stress elements. 
Using the forces from a linear elastic analysis with a calculus software using the finite element 
method it is possible to evaluate the amount of reinforcement in the nodes. With these 
reinforcement amounts and the capabilities of  the developed post-processor software it is 
possible to see the densities maps of reinforcement which allows an easy identification of the 
amounts of reinforcement, optimizing so the time spent during the design process and detail of 
the reinforcement. 
The validation of this methodology was achieved with the designs of two slabs of a simply 
supported slab with the influence of axial compression, a fixed slab with a free edge, a spherical 
dome in concrete and slab with continuity in the four edges. These examples were compared 
with the design made by other authors and also with design tables. To validate the application of 
the post-processor to elements submitted to a plane stress, it was designed a beam-wall and then 
compared the design using a strut and tie model. 
 KEYWORDS: Laminar elements, reinforced concrete, Eurocode 2, automatic design, MATLAB 
programming. 
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1.1. ESTRUTURAS LAMINARES 
1.1.1. INTRODUÇÃO 
Os elementos laminares de betão armado têm hoje grande aplicação em estruturas de 
Engenharia Civil sendo usados em vários tipos de obras como edifícios de habitação e 
industriais, barragens, pontes,
três dimensões bastante inferior quando comparada com as outras duas, o que permite que sejam 
analisados através da sua superfície média com um modelo de comportamento bidimensional.
menor dimensão corresponde sempre à
aproximadamente 1:10, ou menor, com as restantes dimensões (Azevedo [1]). 
De acordo com a mecânica estrutural, as estruturas laminares dividem
categorias: as paredes ou membranas, as lajes ou placas e as cascas.
 
1.1.2. MEMBRANAS (PAREDES
As membranas (figuras 1.1 e 
plano, e portanto desenvolvem apenas esforços paralelos à sua superfície média. O Eurocódigo 
2 define parede como aquele elemento que tiver um comprimento superior ou igual 4 vezes a 
espessura.  
 
Fig. 1.1– Museu de Vila Nova de Foz Côa
  
 
INTRODUÇÃO 
DE BETÃO 
 muros de suporte, etc. São caracterizados por terem uma das suas 
 espessura do elemento, e tem uma relação de 
-se essencialmente em três 
 
) 
1.2) são estruturas planas sujeitas apenas a esforços no seu próprio 
 
  Fig. 1.2– Universidade de J.W.Goethe, Alemanha
1 
  
 
 
 
1 
 
 A 
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1.1.3. PLACAS (LAJES) 
As lajes (figuras 1.3 e 1.4), são também elementos planos, mas sujeitos a carregamento
seu plano que desenvolvem 
pavimentos, as coberturas e ainda fazem parte dos tabuleiros de pontes e viadutos. Podem ser 
classificadas quanto ao tipo de apoio, constituição, comportamento à flexão e comportamento ao 
esforço transverso. Assim, no que diz respeito às condições de apoio, as lajes podem ser vigadas 
quando se apoiam em vigas, ou fungiformes se 
No que se refere à constituição, podem ser maciças ou aligeiradas, caso a secção seja toda 
preenchida por betão ou não. 
No comportamento à flexão podem ser unidireccionais se forem armadas num
bidireccionais se forem armadas 
necessário que rácio vão maior/vão menor seja pelo menos 2
Finalmente, para efeitos de contabilização da parcela da deformação por esforço transverso, a 
laje é fina se a espessura for inferior ao vão/10. 
O dimensionamento de lajes aligeiradas não se enquadra no objectivo do presente trabalho.
Fig.1.3 – Laje de Piso  
 
 
1.1.3. CASCAS 
As cascas (figuras 1.5, 1.6 e1.7)
classificadas como finas ou espessas. No caso das cascas finas, a espessura é bastante inferior às 
restantes duas dimensões, o que leva a que a rigidez no seu plano seja substancialme
à rigidez de flexão. Assim, salvo condições de apoio que o impossibilitem, a estrutura resiste às 
acções desenvolvendo maioritariamente esforços no plano
esforço de corte desprezáveis. São, por isso, elementos sujeitos a esfo
flexão. As coberturas, depósitos, torres com
cascas finas.  
Nas cascas espessas, apesar de t
relação rigidez de flexão e rigidez 
esforços de flexão relevantes e a uma deformação por corte considerável. Alguns túneis e 
paredões de barragens de abóboda pertencem a este grupo
Apesar destas considerações é 
de geometrias, condições de apoio e materiais empregues nas cascas. Contudo, segundo 
Ramaswamy [31], para a maioria das cascas, se a
curvatura/20, as cascas podem ser analisadas como cascas finas. Outros autores consideram que 
esforços de flexão de acordo com 
predominantemente esforços de flexão. As lajes constituem os 
apoiam directamente em pilares. 
 
em duas direcções. Para considerar-se laje unidireccional é 
.  
 
 
   Fig.1.4 – Laje de Fundação
 podem ser elementos curvos ou planos, e são normalmente 
, com esforços de flexão mínimos e 
rços de membrana e 
 uma solução estrutural do tipo casca são, em geral, 
erem espessura também inferior às restantes dimensões, a 
axial não é tão pequena quanto nas cascas finas, o que origina 
 (Guerrin [14]). 
difícil definir o limite entre casca fina e espessa, dada a variedade 
 sua espessura for inferior ao raio de 
o Eurocódigo 2 
s fora do 
 
a só direcção, ou 
 
     
 
nte superior 
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critérios mais adequados são aqueles que estabelecem limites para a relação vão/espessura. No 
âmbito deste trabalho só se irá tratar cascas finas, pelo que a partir de agora a d
casca refere-se a casca fina, (Figuras 
Fig.1.5 – Pavilhão Nacional, Portugal
Fig.1.7
1.2. ANÁLISE ESTRUTURAL E 
O comportamento de estruturas laminares é, ainda hoje, de difícil previsão e exige ferramentas 
de cálculo estrutural poderosas. Os programas que actualmente fornecem melhores resultados 
para esforços neste tipo de estruturas são aqueles que recorr
(MEF), que vão sendo cada vez mais utilizados pelos projectistas, já não sendo aplicações de 
elevada complexidade que apenas eram usadas em centros de investigação e universidades. 
Para além da dificuldade da análise est
hoje é difícil de conceber e os regulamentos não apresentam uma
dimensionamento, ao contrário, por exemplo, das lajes.
Os primeiros estudos no dimensionamento deste tipo de elementos remontam à década de 60 do 
século passado para o caso de elementos laminares sujeitos apenas a esforços de membrana. 
Inicialmente, a armadura era a mesma nas duas direcções ortogonais (Nielsen
estendeu-se o estudo para taxas de armaduras diferentes nas duas direcções. 
década de 80 generalizou a metodo
tiveram uma aceitação ainda maior quando foram comp
Vecchio e Collins [36]. Gupta [16] obteve as mesmas expressões usando o princípio da mínima 
1.5,1.6 e 1.7).  
 
   Fig.1.6 – Centro de Novas Industrias e Tecnologias
 – Centro Garden em Camorino, Suiça 
 
 
DIMENSIONAMENTO DE ARMADURA 
em ao método dos elementos finitos 
rutural, por exemplo, o dimensionamento 
 clara metodol
 
logia para armaduras em direcções aleatórias. Estes métodos 
rovados por estudos realizados por 
3 
esignação de 
  
  
 
de cascas ainda 
ogia prática de 
 [26]), mais tarde 
Braestrup [4] na 
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resistência, onde se admite que o colapso ocorre segundo a direcção de compressão nas escoras 
de betão, quando o rácio esforços resistentes e esforços actuantes for unitário. 
Posteriormente, Gupta [16] e outros autores apresentaram metodologias para o 
dimensionamento de elementos laminares sujeitos a esforços de flexão. Estas metodologias 
consistiam em considerar todos esforços envolvidos no problema. De forma resumida, o 
processo consiste em determinar o equilíbrio das forças e dos momentos externos com os 
esforços resistentes da armadura e do betão. 
Na linha deste pensamento, Lourenço e Figueiras estabeleceram uma metodologia em que, para 
uma análise por elementos finitos cada elemento terá que resistir às forças actuantes nos seus 
nós, e todos eles são dimensionados de forma independente. As expressões que estes autores 
apresentaram são equações com alguma complexidade e requerem um dimensionamento 
iterativo. 
No que se refere a regulamentação, o Código Modelo de betão armado, MC90 [7], sugere a 
divisão do elemento em três camadas, resistindo a exterior aos esforços de membrana e flexão e 
a interior ao esforço de corte, mas é realçado que o dimensionamento é relativamente complexo 
e pode requerer sucessivas aproximações. Os regulamentos mais importantes apresentam 
procedimentos de dimensionamento explícitos. O American Concrete Institute (ACI) [2], por 
exemplo, menciona que poderá aplicar-se qualquer procedimento de dimensionamento desde 
que se garanta satisfatoriamente os requisitos de segurança ao estado limite último e as 
condições de serviço. Sobre o Eurocódigo 2 (EC2 [10]), que será o regulamento usado neste 
trabalho, este não define propriamente uma metodologia para as cascas ou lajes, apenas para as 
membranas. Tendo em consideração essa limitação, será estudada uma forma de contornar esse 
problema e definir uma metodologia prática que permita analisar elementos sujeitos a esforços 
de membrana e flexão aplicando o que está prescrito no EC2 para as membranas. 
 
 
1.3. OBJECTIVOS 
O dimensionamento de elementos de betão sujeitos a esforços de membrana e flexão carecem de 
uma metodologia que permita determinar áreas de armadura compatíveis com a aplicação 
prática. Isto, porque a enorme quantidade de resultados que os softwares de análise estrutural 
fornecem, necessitam dum procedimento automático que consiga tratar de um forma rápida, 
eficiente e adequada os resultados e proceder ao dimensionamento. 
A metodologia que será desenvolvida neste trabalho apoia-se no preconizado no anexo F do 
EC2, com algumas alterações para aplicação daquelas regras ao caso de estruturas laminares 
sujeitas aos esforços de membrana e flexão. A aplicação sistemática desta metodologia aos 
resultados fornecidos pela análise linear por elementos finitos leva a que cada ponto da 
superfície média tenha uma área de armadura diferente, visto que os esforços fornecidos mEdx, 
mEdy, mEdxy, nEdx, nEdy e nEdxy variam ao longo da superfície da estrutura analisada, sendo 
impraticável o dimensionamento manual deste tipo de estruturas, uma vez que pode-se estar a 
falar de centenas de valores de armadura para analisar sob a forma de texto.
 
Com o que foi dito anteriormente, o objectivo principal deste trabalho passa, então, por 
desenvolver um programa que a partir dos esforços obtidos da análise estrutural estabeleça um 
conjunto de regras que permitam a obtenção de armadura coerente com utilização prática da 
metodologia. Para isso será fundamental criar uma forma de apresentar os resultados da 
armadura para que sejam facilmente analisáveis pelo projectista. 
Em termos gerais, pode-se dividir o trabalho nas seguintes etapas: 
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 Estudo de elementos laminares sujeitos a esforços de membrana e flexão; 
 Promover a discussão da aplicação da metodologia do EC2 a este tipo de elementos; 
 Modelação de elementos laminares sujeitos a esforços de membrana e flexão; 
 Elaboração de um pós-processador automático que permita o cálculo de armadura para 
aplicação prática; 
 Comparação de resultados obtidos com o pós-processador com os resultados de estudos 
anteriormente estudados por outros autores. 
 
 
1.4. ORGANIZAÇÃO DA TESE 
A presente dissertação está estruturada em seis capítulos, incluindo este primeiro de introdução 
e objectivos. 
No capítulo 2, faz-se uma revisão dos trabalhos realizados no âmbito do dimensionamento da 
armadura de elementos laminares e das regras que os regulamentos de betão armado prescrevem 
para este tipo de elementos. No que se refere ao EC2, será feito um esclarecimento mais 
exaustivo da metodologia lá exposta, e da forma como os elementos sujeitos a esforços de 
membrana e flexão poderão ser estudados recorrendo a esse procedimento. 
No capítulo 3, será exposta uma breve explicação do método dos elementos finitos no estudo de 
estruturas laminares. Serão tecidas algumas considerações que dizem respeito à forma como se 
devem realizar a modelação, a análise linear elástica e a interpretação dos resultados.  
No capítulo 4, propõe-se uma metodologia para a resolução do problema do dimensionamento 
de estruturas de betão armado sujeitas a esforços de membrana e flexão. É ainda apresentado 
portanto, o programa de pós-processamento “LamiSteel”, e todo o processo de 
dimensionamento que envolve o uso desta aplicação. 
No capítulo 5, será feito o estudo numérico da metodologia sugerida por este trabalho para 
apresentar e validar o âmbito de aplicação do programa “LamiSteel”. Serão abordados exemplos 
estudados por outros autores para a comparação das soluções obtidas. 
Finalmente, no capítulo 6 apresentam-se as conclusões da tese e algumas sugestões para 
trabalhos futuros. 
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2 
Dimensionamento de Elementos 
Laminares  
 
2.1 INTRODUÇÃO 
No dimensionamento de elementos laminares sujeitos a esforços de membrana e de flexão, pode 
ser considerado o comportamento linear elástico do material em associação com modelos que 
simulem adequadamente o comportamento destas estruturas. É um procedimento bastante 
utilizado pelos projectistas e apoiado pela regulamentação. Por exemplo, o regulamento 
American Concrete Institute (Building Code 2002) [1] diz claramente que o comportamento 
linear pode ser assumido para a determinação das forças internas e deslocamentos de estruturas 
laminares. A determinação das forças internas deste tipo de estruturas é realizada recorrendo às 
equações de equilíbrio estático, e a partir das forças internas é necessário definir um modelo de 
dimensionamento. Alguns autores estudaram modelos de dimensionamento para estas 
estruturas, contudo, apesar dos regulamentos fazerem referência a esses modelos, não são 
exaustivos na sua aplicação. Neste capítulo será exposto e explicado alguns modelos 
apresentados por autores como Gupta, Lourenço e Figueiras, e os procedimentos adoptados 
pelos regulamentos de betão armado. 
Apesar de este estudo prender-se com o modelo de dimensionamento de elementos laminares de 
betão com comportamento de casca, começar-se-á por se apresentar uma breve explicação do 
modelo de dimensionamento para membranas, porque o objectivo será estudar o elemento de 
casca ou laje com se se tratasse de uma membrana, recorrendo a algumas considerações que 
tornem isso possível. 
2.2 METODOLOGIA DE DIMENSIONAMENTO PARA ESFORÇOS DE MEMBRANA   
  
 
Fig.2.1 – Acções e forças resistentes num elemento de membrana 
Nxy
Nx
Nxy
Ny
Ny
Nx
Nxy
Nxy
a) Esforços de Membrana
y
x
Nsy
Nsy
Nc
Nc
b) Contribuição da armadura c) Contribuição do betão
NsxNsx
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No estudo das membranas, vários autores deram o seu contributo para a resolução do problema. 
A superfície de cedência para a armadura isotrópica foi obtida por Nielsen em 1964 [27], 
investigadores como Braustraum[4] e Gupta[15] também contribuíram para resolução do 
problema. O ponto comum em todos estes autores é que eles recorreram às equações de 
equilíbrio para solucionar este problema.  
Considerando as forças aplicadas por unidade comprimento, Nx, Ny, Nxy (ver figura 2.1a) 
aplicadas a um elemento de espessura h, e as componentes das forças por unidade de 
comprimentos, Nc, Nsx e Nsy, devido à contribuição para resistência do betão e da armadura. 
(ver figura 2.1 b e c) 
  
Considerando que o betão apenas resiste a esforços de compressão e a armadura não tem 
qualquer contribuição para a resistência do esforço de corte, as forças de membrana aplicadas 
têm que ser equilibradas pelas parcelas de resistência devidas à armadura e ao betão. Logo, 
podem estabelecer-se as seguintes condições de equilíbrio (2.1):  
  
2
x sx cN N N sin= + θ   (2.1.1) 
2
y sy cN N N cos= + θ             (2.1.2) 
 
xy cN N sin cos= − θ θ   (2.1.3)
   
com 
 
*
c cN hf≥ −   (2.1.4) 
Onde fc* é tensão de cálculo efectiva de cálculo do betão 
No lado esquerdo das equações estão as forças actuantes no elemento. No lado direito estão as 
forças resistentes, constituídas pelas parcelas resistentes da armadura (Nsx e Nsy), e pelo 
contributo de resistência do betão (Nc). 
Resolvendo as equações 2.1.1 e 2.1.2 em ordem às incógnitas Nsx e Nsy, e desprezando a 
contribuição da resistência à tracção do betão temos: 
 
sx x xyN N N tan= + θ   (2.2.1) 
sy y xyN N N cot= + θ   (2.2.2) 
 
xy
c
N
N
sin cos
= −
θ θ
 (2.2.3)  
Para 0
2
pi
< θ < , o valor total da armadura é da pela soma 2.2.1 e 2.2.2 
( )sx sy x y xyN N N N N tan cot+ = + + θ + θ   (2.3) 
 
Como o ultimo termo da equação tem que ser positivo, o par de valores (Nxy,ϴ) devem ter o 
mesmo sinal. Então o mínimo valor de armadura corresponde um 
4
piθ = ± . Para estes valores 
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de θ ,os valores de sxN 0≥ e syN 0≥  devem ser satisfeitos o que significa que é necessário 
armadura nas direcções x e y. Se isso não acontecer terá que alterar-se o valor do ângulo θ .  
 
Desta forma, somos conduzidos a quatro casos distintos (ver figura 2.2.) 
 
 
 
 
Fig.2.2 – Sistemas resistentes para ϴ=π/4 
 
 Caso 1- Ax e Ay necessárias 
 
sxN 0≥
 
e syN 0≥
 
com ϴ= 045±
 
 
( )sx x xyN N N tan= + θ
 
     
( )sy y xyN N N tan= + θ
 
 
Com ϴ= 045±  as expressões (2.2.1) e (2.2.2), ficam: 
 
sx x xyN N N= +
 
 
sy y xyN N N= +
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Com isto, as condições estabelecidas sxN 0≥
 
e syN 0≥ , só se verificam com: 
x xyN N≥ −
 
 
y xyN N≥ −
 
 
A força máxima no betão por unidade de comprimento, vem definida por: 
 
xy
c
N
N
sin cos
−
=
θ θ  
e como ϴ= 045± obtém-se c xyN 2 N= −
 
 
 
 Caso 2 – Ay necessária 
 
sxN 0<
 
e syN 0≥
 
 
( )sx x xyN N N tan= + θ    como Nsx=0    x xyN N< −  
 
 
( )sy y xyN N N tan= + θ
  
como Nsx=0     x
xy
N
tan
N
θ = −
 
Usando a equação (2.2.2) e assumindo x
xy
N
tan
N
θ = −
 tem-se: 
 
2
xy
sy y
x
N
N N
N
= +
 
e  como syN 0≥ só se verifica com 
2
xy
y
x
N
N
N
≥ −
 
 
Portando, a força máxima no betão por unidade de comprimento bem definida por: 
 
2
xy
c x
x
N
N N
N
= +
 
 
 Caso 3 – Ax necessária 
 
Não se apresentará o desenvolvimento deste caso porque é idêntico ao anterior, só que agora é 
necessária armadura na direcção y. 
 
 Caso 4- Não são necessárias armaduras 
 
x xy
2
xy
y
x
N N
N
N
N
 < −


<

    
ou 
y xy
2
xy
x
x
N N
N
N
N
 < −


<

 
 
2
x y x y 2
c1,c2 xy
N N N N
N N
2 2
+ − 
= ± + 
 
 
 
Em que Nc1.c2 são as duas tensões principais de compressão no betão. 
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Caso existam elevados esforços de compressão nas duas direcções ortogonais, formam-se duas 
escoras ortogonais, ficando o elemento sujeito a uma compressão bi-axial, o que faz com que 
não sejam necessárias armaduras. 
 
O quadro 2.1 apresenta um resumo dos casos apresentados anteriormente: 
 
Quadro 2.1 – Quadro resumo dos casos a considerar no dimensionamento de uma membrana 
Caso Condição Necessidade de armadura Nsx,Nsy ϴ Nc 
1 
sx
N 0
≥
 
sy
N 0
≥  
Asx e Asy 
sx x xy
N N N
= +  
sy y xy
N N N
= +  
4pi±  
 
 
xy
2 N
−  
2 
sx
N 0
<
 
sy
N 0
>  
Asy 
Nsx= 0 2
xy
sy y
y
NN N N= −  
 
1 x
y
Narctan N−  
− 
 
 
 
2
xy
x
x
NN N+  
3 Nsx>0 Nsy<0 
Asx 
2
xy
sx x
y
NN N N= −  
Nsx=0 
xy1
y
Narctan N−  
− 
 
 
 
2
xy
y
y
NN N+  
4 Nsy<0 Nsx<0 
Não 
necessita de 
armadura 
0 Compressão Biaxial 
2
x y x y 2
xy
N N N N N2 2 + −± +  
 
 
 
 
Com as forças resistentes por unidade comprimento determinadas, calcula-se as áreas de 
armadura por unidade de comprimento para cada uma das direcções x e y através de: 
 
sx
sx
yd
NA
f
=                     
sy
sy
yd
N
A
f
=                
c
c
N
h
σ =
 (2.4) 
  
Onde  
fyd – valore de cálculo da tensão de cedência da armadura 
Asx  – área de armadura na direcção x 
Ay  – área de armadura na direcção y 
h – espessura do elemento 
σc – tensão de compressão no betão 
 
 
2.3. METODOLOGIAS DE DIMENSIONAMENTO PARA CASCAS 
Nos elementos de casca e laje sujeito a esforços de membrana e flexão, as direcções principais 
dos esforços de membrana e flexão, em geral, não coincidem (ver figura 2.3) 
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Fig.2.3 – Esforços num elemento sujeito a esforços de flexão e membrana 
 
 
2.3.1. MODELO DAS TRÊS CAMADAS SEGUNDO O MODELO CÓDIGO 90 (MC90) 
No dimensionamento de elementos de casca um enorme contributo foi dado por Marti [23]. Este 
abordou o problema de uma forma racional e sistemática, apoiada em estudos teóricos e 
experimentais. O resultado foi uma modelo de “sandwich” (Figura 2.4) constituído por três 
camadas, denominado por “Modelo das três camadas” (“Three-Layer Plate Model”). Este 
modelo foi adoptado pelo CEB, no Modelo Código 90 (MC90) [7].  
O modelo consiste em dividir o elemento em três camadas. As camadas exteriores fornecem a 
resistência para os efeitos no plano devido aos esforços de flexão e membrana. A camada 
interior assegura a transmissão do corte entre as camadas exteriores. 
 
 
Fig.2.4 – Modelo das três camadas (MC90) 
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A notação do CEB (ver MC90- Cap.6.5.4. “Plates subjected to moments and in-plane loading”), 
o valor das cargas aplicadas vem definido em força e momento por unidade de comprimento 
paralelos a malha ortogonal de armadura. 
 Sdx Sdy Sdxy Sdx Sdy Sdm ,m ,m ,n ,n ,υ  
Estes forças produzem as seguintes forças por unidade comprimento nas camadas inferior e 
superior, 
( )x Sdx
pSdx Sdx
x x
z y m
n n
z z
−
= ±   (2.5.1) 
( )y Sdy
pSdy Sdy
y y
z y m
n n
z z
−
= ±
  (2.5.2) 
( ) Sdxy
pSd Sd
mz y
z z
ν
ν ν
−
ν = ν ±   (2.5.3) 
onde  zx,zy e zv são os braços das forças nas direcções x, y e da força de corte. O valor de y é a 
distância entre o plano médio do elemento à força em de corte. Os membros com o índice pSd 
representam as forças resistentes, enquanto que os membros com o índice Sd representam os 
esforços devido às acções. 
As expressões determinadas anteriormente resultam do equilíbrio estático entre as forças a 
actuar nos elementos e as forças de resistência devido à contribuição do betão e da armadura. Os 
esforços de membrana distribuem-se para cada uma das camadas exteriores de modo 
inversamente proporcional à distância da resultante das tensões na respectiva camada do folheto 
médio. A distancia z é igual a ysuperior+yinferior e os valores de (z-y)/z provêem do equilíbrio entre 
as forças em qualquer direcção, basta uma equação de momento em relação à resultante das 
tensões na camada inferior para obter esse resultado.  
Os esforços de flexão são equivalentes a um binário de forças de igual valor (mSd/z) nas 
camadas superior e inferior (Figura 2.5). 
 
 
Fig.2.5 – Modelo das três camadas. Aspecto dos braços entre resultantes 
Fs
FcFc
Fs
y, camada superior
y, camada inferior
z
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A verificação das camadas exteriores pode ser com igual procedimento ao que se utiliza nos 
elementos sujeitos a estados planos de tensão (ver MC90- Cap. 6.5.3). 
A verificação ao esforço de corte da camada interior é efectuada usando as mesmas regras para 
lajes (ver MC90-Cap.6.4.2). 
O código MC90 também refere que “ uma determinação exacta dos valores de z e y é complexa 
e pode requerer iterações, pois eles estão relacionados com a quantidade de armadura e da 
espessura da camada de betão. Um ponto de partida razoável é considerar os valores de z iguais 
a 2/3 de h, onde h é altura do elemento, e tomar todos os valores de (z-y)/z igual a ½. 
 
 
2.3.2. MODELO DAS TRÊS CAMADAS DE LOURENÇO E FIGUEIRAS  
Uma nova abordagem ao modelo das três camadas foi realizada por Lourenço e Figueiras [21] 
que a partir do equilíbrio das forças aplicadas a um elemento de casca, obtiveram a quantidade 
de armadura necessária e a sua minimização. 
Este método pode ser usado directamente para dimensionamento. Caso não haja esforços de 
flexão o processo diverge em duas camadas iguais, conduzindo às fórmulas apresentadas na 
secção 2.2. 
Considerando um elemento de casca (Figura 2.6) com as armaduras orientadas paralelamente 
aos eixos x e y. A capacidade resistente das duas camadas de armadura por unidade de 
desenvolvimento é designada por Nsxt, Nsyt, Nsxb, Nsyb em que os índices b (bottom) e t (top) 
referem-se à camada inferior e superior respectivamente, e os índices x e y são a orientação da 
armadura. 
 
 Fig.2.6 – Modelo das três camadas de Lourenço e Figueiras 
Admitindo-se que em Estado Limite Ultimo (ELU) o betão possa estar fendilhado numa dada 
direcção e a sua resistência à tracção desprezada. A transmissão de esforços faz-se através de 
escoras entre as superfícies verticais de fractura que se desenvolvem.  
Posto isto, a figura 2.7 mostra a direcção dos planos verticais de rotura das camadas superior e 
inferior, e a respectiva direcção normal em relação ao eixo x, ϴb e ϴt. Paralelamente a cada um 
destes planos desenvolvem-se tensões de compressão, em que se admite o bloco rectangular de 
tensões, de espessura at e ab. Geralmente a orientação dos blocos de betão das duas camadas não 
coincidem.  
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Fig.2.7 – Direcção das linhas de rotura 
Gupta [17], começou por estudar o problema mas apresentou apenas uma das soluções, que é a 
necessidade de armadura nas duas camadas. Lourenço e Figueiras desenvolveram e estenderam 
o estudo e apresentaram mais três casos: armadura necessária apenas na camada inferior, 
armadura necessária apenas na camada superior e armadura desnecessária.  
Estes quatro casos serão apresentados de forma resumida a seguir: 
• Armadura necessária nas camadas superior e inferior 
A resistência da armadura, nas direcções x e y, em forças e momentos é dada por: 
 
 
sx sxt sxbN N N= +  sy syt sybN N N= +  (2.6.1) 
 
sx sxt xt sxb xbM N h N h= − +  sy syt yt syb ybM N h N h= − +  (2.6.2) 
 
No betão é: 
 
c
t t cN a f= −  
c c
t t t
1M (h a )N
2
= − −
 (2.6.3) 
c
b b cN a f= −  
c c
b b b
1M (h a )N
2
= − −
 (2.6.4) 
  
As equações (2.6.1) a (2.6.4) fornecem as forças e momentos resistentes do betão e da 
armadura. Equilibrando com as forças e momentos actuantes tem-se: 
 
 
c 2 c 2
x sx t t b bN N N sin N sin= + θ + θ  (2.6.5) 
 
 
c 2 c 2
y sy t t b bN N N cos N cos= + θ + θ  (2.6.6) 
Nc
Nc
Camada inferior
y
x
b
Nc
Nc
Camada Superior
t
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c c
xy t t t b b bN N sin cos N sin cos= − θ θ − θ θ  (2.6.7) 
 
 
c 2 c 2
x sx t t b bM M M sin M sin= + θ + θ  (2.6.8) 
 
 
c 2 c 2
y sy t t b bM M M cos M cos= + θ + θ  (2.6.9) 
    
 
c c
xy t t t b b bM M sin cos M sin cos= − θ θ − θ θ  (2.6.10) 
 
Se t 0, 2
piθ ≠
 e b 0, 2
piθ ≠ , com as equações (2.6.3), (2.6.4), (2.6.7) e (2.6.8) obtêm-se: 
 
 
b xy xyc
t
c t
(h a )N 2M
N
h sin 2
− −
− =
θ
 (2.6.11) 
 
 
t xy xyc
b
c b
(h a )N 2M
N
h sin 2
− −
− =
θ
 (2.6.12) 
em que: 
 
 
t b
c
(a a )h h
2
+
= −
 
 
A armadura necessária é determinada resolvendo as equações (2.6.6) a (2.6.10), donde se obtêm 
os valores de Nsxt,Nsxb, Nsyt e Nsyb. As outras incógnitas são at, ab, ϴb, ϴt, portanto há 6 equações 
a 8 incógnitas. É necessário arbitrar os valores os valores de ϴb e ϴt que minimizem a 
quantidade armadura, e estes valores iniciais dizem respeito ao caso 1. Os valores de at, ab=h/2 
não têm qualquer razão de ser, mas provaram ser eficientes no método iterativo desenvolvido 
pelos autores. 
 
Resolvendo as equações (2.6.1) a (2.6.12) é possível escrever: 
 
 
 sxt xt xyt xtt t xyb xtb bN N N C tan N C tan= + θ + θ  (2.6.13) 
 
 syt yt xyt ytt t xyb ytb bN N N C cot N C cot= + θ + θ  (2.6.14) 
 
 sxb xb xyt xbt t xyb ybb bN N N C tan N C tan= + θ + θ  (2.6.15) 
  
 syb yb xyt ybt t xyb ybb bN N N C cot N C cot= + θ + θ  (2.6.16) 
onde: 
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xb x
xt x
x x
h MN N
h h
= −
 
t x
xb x
x x
h MN N
h h
= −
 
 
yb y
yt y
y y
h M
N N
h h
= −  
yt y
yb y
y y
h M
N N
h h
= −  
 
  
b xy xy
xyt
c
(h a )N 2M
N
2h
− −
=  
t xy xy
xyb
c
(h a )N 2M
N
2h
− +
=  (2.6.17) 
Sendo hx=hxt+hxb e hy=hyt+hyb, e os coeficientes de cruzamento Cxtt, Cxtb, Cytt, Cytb, Cxbt, Cxbb, Cybt 
e Cybb definidos por: 
 
 
 
xb t
xtt
x
h 1/ 2(h a )C
h
+ −
=
 
xb b
xtb
x
h 1/ 2(h a )C
h
+ −
=
 
 
yb t
ytt
y
h 1/ 2(h a )
C
h
+ −
=        
yb
ytb
y
h 1/ 2(h ab)
C
h
+ −
=  
 
xt t
xbt
x
h 1/ 2(h a )C
h
+ −
=
       
t b
xbb
x
h 1/ 2(h a )C
h
+ −
=
 
 
xb t
ybt
y
h 1 / 2(h a )C
h
+ −
=        
yt b
xbb
y
h 1 / 2(h a )
C
h
+ −
=      (2.6.18) 
 
 
Os Coeficientes Cruzados mostram que o modelo das três camadas do MC90 é simplificado, já 
que são não nulos, isto porque as diferentes armaduras não estão ao mesmo nível, assim como a 
resultante do bloco rectangular de tensões. 
Se admitir-se nulos os coeficientes de cruzamento as expressões resultantes são as (2.2.1) e 
(2.2.2). Ou seja, as expressões de dimensionamento para elementos sujeito apenas a esforços de 
membrana. 
 
• Armadura necessária na camada inferior 
Para esta situação a camada superior tem compressão bi-axial, pelo que é apenas necessária 
armadura na camada inferior. Considerando as forças na camada superior de betão cxtN ,
c
ytN e 
c
xytN nas direcções x, y e de corte.  
A capacidade resistente da armadura nas direcções x e y é obtida por: 
 
sx sxbN N=  sy sybN N=  (2.6.19) 
 
sx sxb xbM N h=  sy syb ybM N h=  (2.6.20) 
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A força e momento produzidos pelo betão, tal como visto anteriormente, são definidas por: 
 
c
b b cN a f= −  
c c
b b b
1M (h a )N
2
= − −
 (2.6.21) 
  
Equilibrando as forças actuantes com as forças resistentes tem-se: 
 
  
 
c c 2
x sx xt b bN N N N sin= + + θ  (2.6.22) 
 
 
c c 2
y sy yt b bN N N N cos= + + θ  (2.6.23) 
 
c c
xy xyt b b bN N N sin cos= − θ θ  (2.6.24) 
 
c c 2
x sx xt b bM M M M sin= + + θ  (2.6.25) 
 
c c 2
y sy yt b bM M M M cos= + + θ  (2.6.26) 
 
c c
xy xyt b b bM M M sin cos= − θ θ  (2.6.27) 
  
onde: 
c c
xt t xt
1M (h a )N
2
= − −
 
c c
yt t yt
1M (h a )N
2
= − −
  
c c
xyt t xyt
1M (h a )N
2
= − −
  (2.6.28) 
  
Admitindo t 0, 2
piθ ≠
 e b 0, 2
piθ ≠ , a força no betão na camada inferior é igual ao primeiro caso: 
 
 
                           
t xy xyc
b
c b
(h a )N 2M
N
h sin 2
− −
− =
θ
 (2.6.29)   
E na camada superior é: 
       
  
 
2
2
c c c c
xt yt xt yt c
c t c xyt
N N N N
N a f N
2 2
 + −
= − = ± +  
 
 (2.6.30) 
  
Neste caso há 8 incógnitas e 7 equações, pelo que a quantidade ϴb é aquele que minimize a 
armadura necessária. 
 
• A Armadura necessária na camada superior 
A formulação é idêntica à anterior. 
 
 
• Compressão Bi-Axial nas camadas infeior e superior 
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Neste caso as camadas superioras e inferior estão em compressão bi-axial. Assumindo  que as 
forças na camada superior são cxtN ,
c
ytN e 
c
xytN  e na camada inferior 
c
xbN , ybN e 
c
xybN , as 
seguintes equações de equilíbrio podem ser escritas: 
 
 
c c
x xt xbN N N= +  (2.6.31) 
 
c c
y yt ybN N N= +  (2.6.32) 
 
c c
xy xyt xybN N N= +  (2.6.33) 
 
c c
x xt xbM M M= +  (2.6.34) 
 
c c
y yt ybM M M= +  (2.6.35) 
 
c c
xy xyt xybM M M= +  (2.6.36) 
  
As forças de compressão podem ser determinadas por (2.6.30). 
Neste caso a solução é única, pois há oito incógnitas e oito equações (6 de equilíbrio e de duas 
de verificação de tensão máxima no betão) pelo que a solução é única. 
 
 
2.4. METODOLOGIA DE DIMENSIONAMENTO DE ELEMENTOS SUJEITOS A ESFORÇOS DE 
MEMBRANA E FLEXÃO SEGUNDO O EUROCÓDIGO 2 
2.4.1. DIMENSIONAMENTO DA ARMADURA LONGITUDINAL 
O EC2 é omisso em relação às armaduras para elementos laminares sujeitos a esforços de 
membrana e flexão, apresentando apenas a metodologia a seguir para elementos sujeitos a 
estados plano de tensão.  
Para resolver este problema entendeu-se que se podia usar a recomendação definida no MC90, 
que diz que os elementos sujeitos a esforços de flexão devem ser estudados recorrendo ao 
“Modelo das Três Camadas”, dividindo-os em três camadas, dimensionando as camadas 
exteriores como se se tratassem de elementos sujeitos a carregamentos no seu plano. Isso é 
possível, como esse código refere, encontrando as forças equivalentes nas camadas exteriores às 
forças de membrana e flexão aplicadas no centro de gravidade dos elementos. 
Resumidamente, o modelo das três camadas ou “sandwich” (figura 2.8) terá um 
dimensionamento das suas camadas exteriores seguindo os pressupostos definidos no EC2 para 
estados plano de tensão, e a camada interior será dimensionada ao corte como correntemente se 
faz para peças lineares. 
Assim, nas camadas exteriores estarão as armaduras longitudinais nas direcções ortogonais para 
resistirem aos esforços de casca e a camada interior de betão será responsável pela resistência ao 
esforço de corte. 
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Fig.2.8 – Modelo das três camadas. Aspecto da armadura 
 
 
Referindo novamente, no modelo proposto são distinguidas três camadas. As camadas 
exteriores resistem às acções de membrana provenientes dos esforços por unidade comprimento
Edx Edy Edxy Edx Edym ,m ,m ,n ,n e Edxyn , enquanto a camada interior resiste aos esforços de corte 
Edxv e Edyv  (ver figura 2.9). 
 
Fig.2.9 – Esforços actuantes num elemento de casca 
Os momentos flectores Edxm e Edym
 
são substituídos por conversão em esforços de tracção e 
compressão estaticamente equivalentes nas camadas exteriores. 
Edx
Edx
x
m
n
z
∆ = ±
 
Edy
Edy
y
m
n
z
∆ = ±
 
Os momentos torsores serão também convertidos em esforços tangenciais estaticamente 
equivalentes aplicados nas camadas exteriores. 
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Edxy
Edxy
xy
m
n
z
∆ = ±
 
 
De acordo com o MC.90 o cálculo dos braços (zx,zy e zxy) é complexo e pode  requerer iterações 
pois, dependem do nível de armadura e da espessura das camadas de betão.  
Analisando a figura 2.10, pode admitir-se que a distância da fibra mais extrema de betão ao 
centro de gravidade da armadura está entre 0.9 e 0.95 de h, sendo h  a espessura do elemento, 
uma vez que o recobrimento da armadura em valores correntes está no intervalo de 0.05 a 0.1 de 
h. 
Em estado limite último o braço do binário da resultante das forças no betão e na armadura anda 
no intervalo de 0.8 a 0.9h, ou seja, há uma redução de aproximadamente 10% do valor potencial 
do braço do binário devido aumento área de compressão no betão para equilibrar a força de 
tracção na armadura.  
Adverte-se que se deve adoptar braços menores quando se está na presença de esforços de 
flexão elevados e secções de espessura reduzida, pois o momento reduzido sobe e o valor do 
braço poderá tomar valores inferiores a 0.8h, como se poderá constatar-se facilmente com uma 
tabela de dimensionamento de secções à flexão. Pode-se ainda discutir o efeito benéfico do 
esforço axial, mas como é difícil avaliar esse efeito em todos os pontos de uma malha de 
elementos finitos, é preferível desprezar essa contribuição e acautelar os momentos elevados 
com uma redução do braço das forças resultantes. Neste trabalho definiu-se um valor para o 
binário de 85% da espessura. 
 
 
 
Fig.2.10 – Forças internas na secção de betão 
 
 
Segundo o EC2, “ as armaduras de tracção num elemento sujeito a tensões ortogonais no 
próprio plano, σEdx, σEdy e τEdxy, podem ser calculadas utilizando o método indicado a seguir”. 
Na convenção do EC2 as tensões de compressão são consideradas positivas, em que σEdx>σEdy, e 
as direcções das armaduras devem coincidir com as direcções x e y.  
As tensões nas camadas superiores e inferior podem ser avaliadas com as seguintes equações 
(2.7): 
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(2.7.1) 
 
 
 
  
(2.7.2) 
 
   
   
  (2.7.3) 
 
 
 
 
Em que: 
 
Edxσ − valor de cálculo da tensão actuante na direcção x 
Edyσ − valor de cálculo da tensão actuante na direcção y 
Edxyτ − valor de cálculo da tensão de corte no plano xy 
    h −   espessura do elemento 
sx sy sxyn ,n ,n −  forças actuantes por unidade de desenvolvimento 
sx sy sxym ,m ,m −  momentos por unidade de comprimento 
O factor f é igual a 
( )xyh z1
h
 
−
 −
 
 
 que é a relação entre o braço do binário das forças 
resultantes e espessura do elemento. Serve para definir a espessura das camadas exteriores tendo 
o conhecimento da posição do centro de gravidade das forças resultantes (ver figura 2.5 do 
presente capitulo). 
 
 
Fig.2.11 – Tensões nas camadas superior e inferior 
 
 
Face superior
y
y
x x
xy
xy
xy
xy
Face inferior
xy
xy
xy
xy
xx
y
y
y
x
Edx Edx
x
Edx
n m
2 z
f h
3
  
±  
  σ =
 ×
  
 
Edy Edy
y
Ey
n m
2 z
f h
3
  
±     σ =  ×
 
 
 
Edxy Edxy
xy
Edxy
n m
2 z
f h
3
  
±     σ =  ×
 
 
 
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A capacidade resistente à tracção das armaduras são dadas por (2.8): 
 
tdx x ydf f= ρ  tdy y ydf f= ρ  (2.8.1) 
 
Sendo ρx  e ρy as percentagens geométricas de armadura, segundo os eixos x e y. A força ftdx não 
é mais que uma tensão fictícia determinada pela força na armadura nsx naquela área de betão. 
Sendo essa tensão a percentagem de armadura multiplicada pela tensão de cedência desta. 
 
 
yd ydsx sx
tdx tdx tdx sx tdx x yd
yd
f fn nf f f A f fh h hff f f
3 3 3
= ↔ = ↔ = ↔ = ρ
× × ×
 (2.9) 
 
O Eurocódigo estabelece: 
 
•  Nas zonas em que σEdx>σEdy são ambas tensões de compressão e 2Edx Edy Edxy.σ σ > τ , não 
são necessárias armaduras. Este caso é o apresentado no capítulo anterior para o caso de 
compressão bi-axial na camada superior ou inferior. 
• Nas zonas em que σEdy é uma tensão de tracção ou em que 2Edx Edy Edxy.σ σ ≤ τ , são 
necessárias armaduras. 
 
Portanto, as quantidades óptimas de armadura, identificadas pelo índice superior ‘, e a tensão 
nas escoras de betão são determinadas por (2.10): 
Para Edx Edxyσ ≤ τ tem-se: 
'
tdx Edxy Edxf = τ − σ   (2.10.1) 
'
tdy Edxy Edyf = τ − σ   (2.10.2) 
cd Edy2σ = τ   (2.10.3) 
 
Se Edx Edxyσ > τ  
'
tdxf 0=   (2.10.4) 
2
edxy'
tdy Edy
Edx
f
τ
= − σ
σ
  (2.10.5) 
2
edxy
cd Edx
Edx
1
 τ 
 σ = σ +   σ  
  (2.10.6) 
 
As áreas de armaduras nas direcções ortogonais x e y são determinadas por: 
 
'
tdx
sx
yd
f hA f
f 3
= ×  
'
tdy
sy
yd
f hA f
f 3
= ×
 
(2.11) 
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A metodologia de dimensionamento do EC2 apresentada está em total correspondência com 
aquela exposta neste capítulo no ponto 2.1, com a diferença do EC2 trabalhar em tensões em 
vez de esforços. 
 
 
2.4.2. VERIFICAÇÃO DA TENSÃO NO BETÃO 
 
A verificação da tensão do betão tem como objectivo evitar elevadas tensões que levem à rotura 
do betão por esmagamento. Esta verificação deve ser considerada tendo em conta duas 
condições, que são o betão poder estar fendilhado ou não. 
Assim, o EC2 determina que nas condições do betão está fendilhado, o seguinte: 
  
 
c cdfσ ≤ ν
 
(2.12) 
 
Onde  
ckf0.6 1
250
 
ν = − 
 
 
 
σc – Tensão de compressão instalada no betão 
fcd – tensão resistente de cálculo do betão  
 
O factor ν  reduz a tensão de cálculo do betão devido à fendilhação do betão.  
 
Quando o betão está sujeito a compressão bi-axial, o EC2 preconiza que a tensão máxima no 
betão não deve exceder: 
 c cdfσ ≤
 
(2.13)
 
Aconselha-se a leitura dos estudos de Vecchio e Collins [36] para a avaliação da tensão nestes 
elementos. Não é um assunto consensual, uma vez que alguns autores questionam ao facto do 
EC2 ter abandonado o factor redutor ν para o caso de secções não fendilhadas. O próprio MC90 
define um factor, apesar de menos penalizante do que para zonas fendilhadas, para estas 
situações (ver quadro 2.2). 
 
 
Quadro 2.2 – Comparação de verificação de tensão segundo o Eurocódigo 2 e o MC90 
          Eurocódigo 2             MC90 
Zonas 
Fendilhadas 
ck
c cd
f0.6 1 f
250
 
σ ≤ − 
 
 
ck
c cd
f0.6 1 f
250
 
σ ≤ − 
 
 
Zonas não 
Fendilhadas 
             
c cdfσ ≤  
          
ck
c cd
f0.85 1 f
250
 
σ ≤ − 
 
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2.4.3. VERIFICAÇÃO DO ESFORÇO 
Também aqui, o Eurocódigo 2
esforço transverso. Recorrendo ao MC90, este diz que
camada intermédia é necessário encontrar a faceta do elemento
máximo esforço de corte, também denominado por esforço transverso principal
esforço actua numa faceta cujo
como representado na figura 2.1
 
Fig.2.12 – Representação do modelo resistente para elementos que não necessitam de armadura de 
O equilíbrio do elemento da Figura 2.10
( )Ed0 Edx 0 Edy 0V V cos V sin= ϕ + ϕ
Realce-se que esta relação é valida para o esforço de corte que se desenvolva em qualquer 
faceta, o que por derivação permite obter 
 
Ed0
Edx 0 Edy 0 0
0 Edx
V 0 V cos( ) V sin( ) 0 tan( )∂ = ⇔ − ϕ + ϕ = ⇔ ϕ =
∂ϕ
 
Substituindo esta expressão na 2.14
 
2 2
Ed0 Edx EdyV V V= +
 
Na direcção do esforço transverso principal a casca
regras de dimensionamento podem
Segundo esta cláusula, o elemento pode desenvolver dois tipos de mecanismo de resistência, um 
em zonas onde não necessita de armadura transversal e outro em zonas onde necessita. Neste 
TRANSVERSO 
 não tem uma metodologia clara em relação à verificação do 
, para efectuar o dimensionamento da 
 de casca onde se desenvolve o 
 vector normal faz relativamente ao eixo x um ângulo 
2 
 
esforço transverso 
 
 
 permite escrever a seguinte equação: 
 
( )
  
 
0ϕ  associado ao maior esforço de corte.
EdyV
V
 
 obtém-se o esforço transverso principal: 
 
 
 ou laje comporta-se como uma viga e as
 ser as especificadas na cláusula 6.2 do EN1992
25 
 – Ed0V . Este 
0ϕ , tal 
(2.14) 
 
(2.15) 
(2.16) 
 
-1-1. 
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trabalho nunca se irá usar armadura de esforço de transverso, sendo apenas o betão a resistir a 
este esforço.  
Portanto, a segurança é verificada sempre que, 
Ed0 RdV V≤
  
(2.16) 
 
A resistência de um elemento que não necessita de armadura obtém-se através de um 
mecanismo tipo arco que se desenvolve na espessura do próprio elemento e seu valor de cálculo 
é dado por: 
1/3
Rd,c Rd,c ck 1 cp wV C k(100* f ) k b d = ρ + σ 
  
(2.17) 
 
Com o um mínimo de: 
Rd,c min 1 cp wV (v k )b d= + σ  
 
Onde 
fck – tensão característica do betão em MPa; k1=0.15;bw=1m 
200k 1 2.0
d
= + ≤
 com d em mm 
2 2
x 0 y 0cos sinρ = ρ ϕ + ρ ϕ  
slx
x
w
A 0.02
b d
ρ = ≤
  e slyy
w
A
0.02
b d
ρ = ≤  
 
cp Ed c cdN / A 0.2fσ = ≤  
 
Caso o esforço transverso principal seja superior ao esforço transverso resistente sem armadura, 
é necessária a introdução de armaduras transversais. No pós-processador do presente trabalho 
não se estudará este mecanismo, porque é corrente não se utilizar este tipo de armadura em 
elementos de casca ou laje, contando-se apenas a contribuição da parcela do betão para a 
resistência. No entanto, a título meramente indicativo, apresentam-se as expressões necessárias 
ao dimensionamento desta armadura: 
Portanto, a resistência de um elemento em que haja necessidade de armadura de esforço 
transverso obtém-se através de uma mecanismo de escoras tirantes e o seu cálculo é dado por: 
Rd Rd,s Rd,maxV max{V ,V }=
 
onde 
sl
Rd,s syd
AV z.f .cot( )
s
 
= θ 
 
  
(2.18) 
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ck
w
Rd,max
fb z 0.6 1
250V
sen( )cos( )
 
× − 
 
=
θ θ
  
(2.19) 
 
sy2 2sl sx
0 0
x y
AA A
cos ( ) sin ( )
s s s
= ϕ + ϕ
  
(2.20) 
θ −
 Corresponde ao ângulo entre as bielas e a superfície média da casca admitido no modelo de 
escoras e tirantes considerado na verificação ao corte, 21,8º ≤ θ’ ≤ 45º. 
fcd – tensão de cálculo da resistência à compressão do betão. 
Com este ponto, termina-se as verificações no que diz respeito a elementos de casca. 
 
 
2.4.4. DISPOSIÇÕES CONSTRUTIVAS 
Na generalidade dos elementos estruturais, a espessura é definida por questões resistentes. No 
caso de elementos laminares, aspectos construtivos ou de durabilidade por vezes são 
limitadoras. Por isso, é necessário esclarecer o valor mínimo aceitável dos recobrimentos das 
armaduras, assim como as distâncias entre varões. Deste modo, egundo o EC2, o recobrimento 
das armaduras é definido como a distância entre a superfície da armadura (incluindo ganchos, 
cintas, estribos e armadura de pele, quando relevante) que fica mais próxima da superfície de 
betão mais próxima e esta ultima. As funções do recobrimento prendem-se com a garantia de 
uma transmissão das forças de aderência de forma eficaz, proteger a armadura contra a corrosão 
e conferir alguma resistência o fogo. 
O recobrimento mínimo cmin é dado por: 
{min min,b min,dur dur,c max c ;c ; c ;10mm}γ= ∆
  
(2.21) 
Onde 
cmin,b – recobrimento mínimo para os requisitos de aderência. Ver quadro 4.2 do EC2; 
cmin,dur – recobrimento mínimo relativo às condições ambientais. Ver quadro 4.4N do EC2 
∆cdur,γ – margem de segurança. Recomenda-se 0mm. 
A distância entre varões deve permitir uma betonagem e uma compactação do betão satisfatória 
e assegurar as condições adequadas de aderência. A distância livre (horizontal ou vertical) –dl 
entre varões paralelos ou entre camadas horizontais não deverá ser inferior ao maior dos 
seguintes valores: k1 vezes o diâmetro do varão, (dg+k2 mm), em que dg é a dimensão máxima 
do agregado, ou 20mm. Os valores de k1 e k2 segundo o anexo nacional são 1 e 5 mm 
respectivamente. 
Com isto, tem-se que a espessura mínima de um elemento laminar é: 
min min 1 x,superior x,inf erior y,superior y,inf eriorh 2c d= + + φ + φ + φ + φ
 
(2.22) 
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Onde Φsuperior e Φinferior são os diâmetros dos varões na face superio e inferior e os índices x e y 
indicam as dircções das armaduras. 
No que se refere à armadura mínima em estruturas do tipo casca, o EC2 não define nenhuma 
disposição especial, pelo que se adopta o preconizado para as lajes. 
 
ctm
s,min t
yk
s,min t
fA 0.26 b d
f
A 0.0013b d

=


=
  
(2.23) 
bt – representa a largura média da zona traccionada. No caso de elementos laminares 
normalmente toma o valor unitário para a armadura ser por unidade de comprimento do 
elemento. 
Apesar da expressão 2.23 corresponder à armadura mínima na direcção principal é usual adopta-
la em ambas as direcções ortogonais. O valor máximo da área da armadura de tracção, excepto 
em zonas de sobreposição, não pode ser superior 4% da área da secção de betão. Nas cascas ou 
lajes armadas numa só direcção, a armadura de distribuição deve ser 20% da armadura 
principal. 
Em bordos livres de cascas ou lajes devem ser adoptadas armaduras longitudinais e transversais 
com configuração semelhante à figura 2.13. As armaduras principais podem desempenhar as 
funções de armadura de bordo livre. 
 
Fig.2.13 – Esquema das armaduras de bordo livre numa casca ou laje 
 
 
O espaçamento máximo entre varões (smax,slabs) não deve exceder os valores presentes no quadro 
2.3. 
Quadro 2.3 – Espaçamento das armaduras –smax,slabs–  longitudinais em lajes ou cascas segundo o EC2 
Zona Armaduras principais Armaduras de distribuição 
Zonas com cargas concentradas 
e/ou de momento máximo 
2h≤250 mm 3h≤400 mm 
Restantes zonas       3h≤400 mm 3.5h≤450 mm 
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3 
Aplicação dos Elementos Finitos 
ao Dimensionamento de 
Elementos Laminares 
 
 
3.1. INTRODUÇÃO 
 
Os métodos numéricos aplicados à Engenharia Civil, nomeadamente o Método dos Elementos 
Finitos (MEF), integrados em softwares comercias como SAP2000, ANSYS ou Robot, 
permitem avaliar os esforços em elementos laminares de betão como membranas ou cascas com 
relativa exactidão.  
O MEF dá uma solução aproximada de vários problemas que podem ser representados por 
equações diferenciais, e salvo algumas excepções, não é possível obter uma solução analítica 
exacta. O MEF é, actualmente, o método numérico mais utilizado para resolver problemas de 
elevada complexidade como é caso de estruturas de betão do tipo laminar.  
 
 
3.2. MODELAÇÃO DE CASCAS USANDO ELEMENTOS FINITOS  
O método dos elementos finitos, como ferramenta útil para o dimensionamento de elementos de 
betão sujeitos a esforços de membrana e flexão, precisa de uma série de pré-requisitos antes da 
análise propriamente dita para que seja verdadeiramente eficaz. 
Uma modelação perfeita envolve uma importante percepção da relação entre a estrutura real e a 
simulação numérica. “Depende da validade dos pressupostos considerados na redução do 
problema físico a um problema numérico, o computador poder ou não fornecer o 
comportamento real da estrutura”(Clough [11]). Apresentam-se de seguida alguns aspectos que 
mostram as lacunas que existem na análise numérica e o modo como devem ser analisados e 
acautelados os problemas que daí possam advir.  
 
 
3.2.1. REQUISITOS GERAIS NA MODELAÇÃO 
Como já foi dito, na aplicação do método dos elementos finitos tem que se ter consciência que 
este é uma aproximação da realidade, por isso, os resultados da computação devem ser 
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criticamente analisados antes de se proceder a um dimensionamento. Este processo de crítica 
envolve uma série de procedimentos para qualquer estrutura analisada (Logan [18]). 
 
3.2.1.1. Elemento Finito 
O MEF consiste dividir um domínio contínuo num número finito de vários subdomínios 
denominados elementos finitos mantendo as mesmas propriedades do domínio original. Os 
elementos adjacentes são ligados por pontos discretos que são os nós, e o conjunto de todos os 
elementos constituem a malha de elementos finitos (Figura 3.1). 
 
Fig.3.1 – Representação de uma malha de elementos finitos 
 
 
Os nós são os pontos da malha onde há compatibilidade de deslocamentos entre os elementos, o 
que não corresponde de todo à verdade, pois no modelo real estão continuamente ligados, 
devendo-se levar em conta essa particularidade. Os deslocamentos nodais serão as incógnitas 
fundamentais do problema, tal como acontece numa análise matricial de estruturas porticadas. 
Uma vez que é a partir destes deslocamentos que é possível com recurso a funções 
interpoladoras (ou funções de forma) e das matrizes constitutivas conhecer em qualquer ponto o 
campo de tensões e de deformações. 
 
 
3.2.1.2. Geração e discretização da malha e elementos finitos 
A geração e discretização de um elemento consistem na divisão e refinamento do elemento 
contínuo em vários elementos de menor dimensão (Figura 3.2). É uma etapa fundamental na 
análise por elementos finitos, pois uma má discretização pode originar erros de avaliação de 
esforços consideráveis 
 
Fig.3.2 – Refinamento de uma malha de elementos finitos 
 
 
Geralmente, à medida que o número de elementos aumenta, ou seja há um refinamento da 
malha, a precisão do modelo também aumenta. Felizmente, com a actual capacidade de 
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processamento dos computadores é possível logo à partida começar com uma malha bem 
refinada. Uma malha bem refinada é aquela que apesar de se poder sempre aumentar o número 
de elementos finitos não traz grandes alterações aos resultados. (Deaton [12]). 
Porém, nem todas as quantidades fornecidas convergem à mesma taxa. Normalmente, pela 
razão que o campo de tensões é obtido a partir do campo de deslocamentos, as tensões têm uma 
precisão mais fraca do que os deslocamentos (Orlando [28]). Assim, terá que se perceber que 
apesar de haver uma convergência nas deformações as tensões poderão estar ainda longe da 
precisão adequada. 
A existência das singularidades, como cargas pontuais, condições particulares de apoio e 
aberturas, faz com que seja necessário analisar rigorosamente essas regiões, refinando aí a 
malha, já que são zonas com gradientes de tensão elevados que se não forem alvo de uma 
interpolação de valores nodais relativamente próximos podem ser cometidos erros graves. 
 
 
3.2.1.3. Tipo de elemento aplicado 
O tipo de elemento aplicado na análise pode alterar significativamente a qualidade dos 
resultados porque estes derivam de pressupostos diferentes. 
Na definição do comportamento dos elementos laminares, normalmente os softwares têm 
disponíveis elementos que representam os diferentes comportamentos da estrutura real. Os 
elementos disponíveis normalmente são as Cascas (Shell), Membrana (Membrane), Placa 
(Plate) (Timmoshenko [35]). 
A selecção deste tipo de elementos prende-se com quantidade de graus de liberdade que se 
pretende para o elemento finito, em função das características do carregamento, condições de 
apoio e disposição da estrutura. (Figura 3.3) 
 
Fig.3.3 – Graus de liberdade possíveis num elemento laminar 
 
Quadro 3.1 – Graus de liberdade dos elementos de casca, placa e membrana 
Tipo 
elemento/Graus 
de liberdade 
UX UY UZ RX RY RZ 
Casca             
Placa           
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Membrana          
No caso de elementos sujeitos a esforços de membrana e flexão é necessário modelar os 
elementos como cascas, porque nestes podem aplicar-se forças e momentos nas três direcções. É 
usado comportamento de placa quando existam apenas momento flector e/ou força transversal.  
Para as estruturas de casca e placa há várias teorias de formulação do elemento finito, mas aqui 
serão discutidas apenas duas. Estes elementos têm por bases teorias que visam atender às 
diferenças de comportamento que os vários tipos de cascas e lajes podem apresentar. 
Os elementos de Kirchoff são aplicados a cascas/lajes finas onde é fundamental apenas 
contabilizar deformação por flexão. Diz-se “fino” quando se refere a uma casca ou placa com a 
espessura muito inferior às suas outras duas dimensões. Ao invés, os elementos de Mindlin são 
aplicados quando, para além da deformação por flexão, é importante contabilizar também a 
deformação por corte. Aplica-se a cascas/lajes quando as suas espessuras são maiores que 1/10 
do vão.  
Quando se utiliza a formulação de Kirchoff em elementos “grossos”, os resultados podem ser 
bastante díspares do comportamento real da estrutura, já que o elemento de Kirchoff apenas 
contabiliza a deformação por flexão e nestas estruturas a deformação por corte é relevante. 
Há inúmeros exemplos em que a escolha do tipo de elemento finito pode levar a desvios do 
comportamento do modelo e da estrutura. Por exemplo, elementos finitos com funções de forma 
com grau mais elevado normalmente dão melhores resultados do que elementos com funções de 
forma com grau mais baixo. Ou seja, isto quer dizer que por exemplo elementos finitos 
serendipity de 8 nós são mais precisos que os lagrangeanos de 4. 
 
Fig.3.4 – Elementos finitos de 4 e 8 nós 
 
 
Finalmente, o elemento de membrana é usado para modelar elementos com carregamentos 
somente no próprio plano. 
 
3.2.1.4. Análise Linear Elástica 
O tipo de análise a ser usada neste trabalho é a Análise Linear Elástica, todavia levanta algumas 
questões. Por exemplo, no betão para tensões de 30 a 40% da tensão de compressão máxima, o 
betão começa a ter um comportamento não linear significativo. No entanto, na análise linear a 
relação tensão-extensão é linear, mesmo quando sejam ultrapassadas as tensões resistentes do 
aço e do betão, o que não faz sentido nem representa o comportamento físico real. Assim, para 
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ultrapassar isto, aproximando ao comportamento real das estruturas, os códigos de betão armado 
permitem uma redistribuição de esforços que depende da capacidade de rotação da estrutura, 
referindo também, que se deve garantir um comportamento dúctil e que os esforços resultantes 
continuem a equilibrar as cargas. 
 
 
Fig.3.5 – Gráficos tensão-extensão para o betão e aço 
 
Analisando o gráfico da relação constitutiva do betão é visível que o betão não tem um 
comportamento dúctil, já que desde a cedência até rotura a extensão é residual. O problema é 
resolvido então com a introdução de aço no betão, porque como se vê no gráfico da sua relação 
constitutiva, este continua a alongar-se e a rotura acontece muito para lá da cedência do 
material. 
Com a associação destes materiais, a partir da fendilhação as tensões de tracção passam a ser 
resistidas em grande parte pela armadura. Logo, a condição de ductilidade para uma análise 
elástica com redistribuição é garantida com o material composto betão armado. 
No âmbito deste trabalho a redistribuição de esforços é importante, porque, por exemplo, as 
áreas de armadura determinadas, numa análise linear elástica, para resistir a momentos 
negativos numa laje encastrada são desproporcionais quando comparadas com a armadura para 
momentos positivos. Logo, com a redistribuição de esforços é possível fazer um arranjo da 
armadura superior e inferior mais equilibrado. O EC2 define as condições de análise linear com 
redistribuição na sua secção 5.5.       
O único parâmetro mecânico para a análise linear elástica é o módulo de elasticidade. O EC2 
admite que se utilize o valor médio, Ecm (ver figura 3.6). Este obtém a partir de uma 
aproximação linear à curva tensão – extensão para tensões de 40% do valor médio. 
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Fig.3.6 – Gráfico da relação tensão-extensão para definição do Ecm 
3.2.1.5. Condições de Apoio 
O estudo das condições de apoio nestas estruturas nunca deve ser subestimado ou 
negligenciado. Podem ser usados uma malha bem refinada de elementos finitos, um tipo de 
elemento que se adequa à estrutura a estudar, todavia, se as condições de apoio forem 
incorrectas, os resultados estarão errados e todo o restante esforço é inútil. 
Posto isto, normalmente os elementos de casca ou placa estão apoiados em pilares ou vigas. No 
caso do apoio em pilares modela-se o pilar como ligado simplesmente por um único ponto à 
casca, e na realidade a casca apoia-se numa área que é a secção do pilar. Porém, esta situação 
provoca anomalias no modelo gerando esforços extremamente elevados que não reflectem a 
realidade, devendo ser convenientemente analisados. É preciso, também, entender qual o tipo de 
ligação do elemento ao pilar, como se se trata de um encastramento perfeito ou é possível 
alguma de rotação. Por vezes, é preferível modelar esta situação considerando uma mola com 
uma rigidez rotação associada para ajustar o melhor possível ao comportamento real. No caso 
de uma laje simplesmente apoiada é corrente usar apoios simples, contudo há sempre algum 
grau de encastramento que leva a que apareçam momentos negativos que posteriormente não 
irão ser acautelados aquando do dimensionamento.  
 
3.2.1.6. Validação das Análises Estruturais 
Finalmente, quando o projectista está confiante que a solução numérica convergiu, que o tipo de 
elemento é o adequado e que as condições de apoio reflectem o mais aproximadamente a 
realidade, é importante fazer algumas verificações para validar a análise.  
Existem várias formas de proceder. A título de exemplo, pode ser feita a soma das reacções e 
verificar se é igual ao valor carregamento aplicado. Verificar se os deslocamentos determinados 
são condizentes com o tipo de estrutura e geometria da mesma. Kenneth [39] refere que “Um 
engenheiro estruturalista deve analisar se os resultados fazem ou não sentido”. Logo, deve a 
partir da sua intuição e bom-senso verificar se, por exemplo, os contornos dos mapas de 
esforços e a forma da deformada estão correctos. Se a estrutura e o carregamento forem 
simétricos os resultados devem reflectir essa condição. Pois se não acontecer, deve-se verificar 
o que correu mal na modelação. 
 
 
 
3.3. MODELAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS NO SOFTWARE DE ANÁLISE ESTRUTURAL  
A modelação e a análise linear elástica das estruturas estudadas no presente trabalho foram 
realizadas no software de análise SAP2000 desenvolvido pela Computers & Structures Inc. 
Aqui irão ser apresentadas as particularidades, as opções mais importantes tomadas no 
programa e as informações necessárias à interpretação dos resultados.  
Realce-se que os aspectos aqui mencionados dizem respeito à versão 12 do programa, deste 
modo poderão surgir algumas dúvidas que podem ser facilmente clarificadas no manual ou 
bibliografia do software [33]. 
3.3.1. DEFINIÇÃO DO TIPO DE ELEMENTO FINITO A CONSIDERAR 
Para definição do tipo de elemento a considerar é possível seleccionar Define-Area Sections, e 
irá aparecer a janela da figura 3.7. No âmbito deste trabalho fazem sentido apenas os elementos 
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do tipo Shell ou Plate. A opção por um ou por outro acontece quando haja ou não para além do 
carregamento perpendicular ao plano, também um paralelo a este.  
Dentro destes dois tipos há ainda a opção de elemento thick (grosso) ou thin (fino) caso se 
queira ou não considerar a deformação por corte, como já foi referido anteriormente. Como 
todas as estruturas analisadas enquadram-se em elementos finos, a opção thin estará sempre 
seleccionada. 
 
Fig.3.7 – Janela “Shell Section Data” 
 
 
 Section Name: Introduz-se o nome da estrutura; 
 Material Name: define-se o tipo de material a usar, que neste caso é o betão; 
 Material Angle: Deve permanecer o valor 0 para considerar a isotropia do material; 
 Thickness-Membrane e Bending: introduz-se a espessura. Normalmente é o mesmo 
valor. 
 
 
3.3.2. CONVENÇÃO DE SINAIS USADA PELO SOFTWARE  
O desconhecimento da convenção de sinais de qualquer software de análise estrutural pode 
levar o projectista a cometer erros gravíssimos no dimensionamento das estruturas. Por isso, de 
seguida apresenta-se a convenção de sinais usada em elementos de casca, para os esforços 
positivos no próprio plano, momentos flectores e torção (Figura 3.8). 
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 Fig.3.8 – Convenção de sinais usado pelo software SAP2000 
 
 
Os esforços indicados são dados no folheto médio do elemento, mas como foi dito no capítulo 2 
é necessário determina-los nas camadas exteriores.  
Para isso, é necessário para além de dividir os esforços no plano em cada camada, encontrar os 
binários dos momentos flectores e torsores. 
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4 
Metodologia Desenvolvida para o 
Dimensionamento Automático 
 
4.1. INTRODUÇÃO 
A crescente exigência que um engenheiro estruturalista está sujeito, nomeadamente na rapidez 
de análise, dimensionamento e apresentação de soluções em estruturas de betão armado, leva a 
que seja necessário dota-lo de ferramentas computacionais que permitam responder a essas 
exigências e ao mesmo tempo manter a qualidade na execução do trabalho. 
Isto porque, desde que as estruturas de engenharia civil como as cascas começaram a ser 
modeladas através de elementos finitos sujeitas a várias condições de carregamento (cargas de 
equipamentos, sobrecargas de utilização, impulsos hidrostáticos e de terras), combinadas de 
diferentes formas, concluiu-se que é extremamente difícil um dimensionamento através da 
leitura e composição dos esforços apresentados graficamente nos softwares de análise. Além 
disso, inclui-se o carácter não prático de visualizar os esforços elemento a elemento em forma 
de tabela para o dimensionamento da armadura e a sua disposição na estrutura.  
No que se refere a um dimensionamento com apoio de cálculo automático, diversos softwares 
de análise como “Robot”, “SAP2000” entre outros possuem módulos de dimensionamento, no 
entanto normalmente não se tem acesso ao algoritmo usado e o projectista acaba por fazer um 
dimensionamento sem o controlo absoluto do processo. Além do que, normalmente são 
apresentados em forma de texto sendo para isso necessário localizar o elemento finito 
exactamente na região da estrutura que faz parte, dimensionar e seleccionar a armadura satisfaça 
a segurança. 
Portanto, é fundamental criar uma ferramenta em que o utilizador tenha conhecimento e 
controlo da metodologia usada, e que permita efectuar o dimensionamento com uma celeridade 
semelhante àquela que se tem na análise estrutural. 
Posto isto, utilizando uma metodologia de verificação de tensões no betão e de 
dimensionamento de estruturas laminares de betão armado com comportamento de casca com 
base no regulamento Eurocódigo2. Associando isto, com os arquivos de resultados fornecidos 
pela modelação e análise em SAP2000, software amplamente usado em projectos de estruturas 
complexas, foi possível criar uma ferramenta que desse ao utilizador uma interacção e controlo 
de processos de dimensionamento, e a possibilidade de representar graficamente mapas de 
densidade de armadura. Facilitando, assim, a definição e a disposição da armadura na estrutura. 
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4.2. INTRODUÇÃO AO PROGRA
4.2.1. LINGUAGEM DE PROGRAMA
O programa computacional apresentado neste capítulo est
“MATLAB”, desenvolvido pela The MathWorks, Inc. A versão utilizada neste trabalho foi a 
versão “R2008a”. Como no caso no software 
pequenas diferenças entre diferentes versões, que podem ser facilmen
consulta do manual de utilização ou 
Este é um software virado para o cálculo científico com um ambiente gráfico de fácil utilização 
com notação intuitiva mas ao mesmo tempo poderosa. Permite realiz
numéricos sobre matrizes com o mínimo de programação. Além do mais, no ambiente 
MATLAB é possível a criação e manipulação de matrizes sem necessidade de dimensionamento 
prévios e a manipulação de variáveis pode ser realizada de forma int
O MATLAB possui o seu próprio editor de programas que contém um conjunto de funções que 
permitem a elaboração de algoritmos com maior facilidade do quem em linguagens de 
programação como C, Fortran, Java, etc…
Este software permite criar interfac
elaborados. Possibilita, desta forma, a interacção dos utilizadores nos dispositivos digitais 
através de elementos gráficos como ícones e outros indicadores visuais, em contraste com o que 
acontece numa linha de comando, que corre segundo comandos de texto.
 
 
4.2.2. FUNCIONAMENTO DO PROG
 
Fig.4.1
 
 
Antes de o utilizador começar o dimensionamento das armaduras usando esta aplicação, há 
alguns pré-requisitos que devem ser realizados. Portanto, na utilização do programa é assumido 
que o utilizador criou um modelo que repr
da estrutura, como foi descrito no capítulo 3.
Posto isto, o dimensionament
da análise linear elástica realizada no software “SAP2000”, a sua capacidade de pós
processamento. Isto é, os resultados determinados no “LamiSteel”, são depois exporta
SAP2000 que permite a visualização gráfica destes. 
esforços de flexão de acordo com 
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armadura mais auxiliada, pois facilmente o utilizador pode alternar para a visualização de 
esforços possibilitando a análise da adequação da armadura a estes. 
Para além dos aspectos de dimensionamento de armadura, o programa apresenta ainda mais 
algumas funcionalidades que mais à frente irão ser discutidas. 
De um modo geral, o funcionamento do programa “LamiSteel” baseia-se numa simbiose entre 
este e o “SAP2000”. A sequência de processos é definida a seguir: 
1. Definição da estrutura e todos os casos de carga e combinações; 
2. Modelação em elementos finitos recorrendo à análise linear elástica;  
3. Exportação dos esforços de membrana e flexão mEdx, mEdy, mEdxy, nEdx, nEdy e nEdx e dos 
esforços de corte vEdx e vEdy, em formato de folhas de Excel; 
4. Leitura dos esforços e dimensionamento segundo as regras do EC2;  
5. Criação de folhas de Excel com os resultados do dimensionamento; 
6. Importação das folhas de Excel para o software de análise estrutural e mapeamento dos 
resultados; 
7. Exportação de valores de armadura em formato Excel; 
8. Elaboração de cortes de secções para apresentar em gráficos 2D a necessidade 
armadura. 
 
Para identificar a que programas se referem os processos acima descritos, apresenta-se a seguir 
um quadro explicativo. 
Quadro 4.1 – Passos elaborados nos programas “LamiSteel” e “SAP2000” 
Processo 1 2 3 4 5 6 7 8 
SAP2000             
LamiSteel             
 
É possível através da linguagem de programação fornecida no anexo xx proceder a alterações 
que permitam que o pós-processador de dimensionamento possa trabalhar com outro software 
de análise estrutural com capacidades pós-processamento. 
Interessa referir que apesar de o programa “LamiSteel” correr num outro programa, como o 
“MATLAB”, este pode ser utilizado em qualquer outro computador pessoal, não precisando 
para isso de possuir a licença “MATLAB”. A “The Math Works” disponibiliza um software 
totalmente gratuito que é o “MATLAB Compiler Runtime” onde é possível correr o programa, 
ficando apenas sem a possibilidade de edição. Este programa possibilita também a mudança de 
linguagem para outras mais correntes como C++, JAVA, etc. 
 
 
4.3. FLUXOGRAMAS DOS ALGORITMOS USADOS NO PROGRAMA “LAMISTEEL” 
Os fluxogramas são representações gráficas que indicam as diversas acções e decisões que 
devem ser executadas para resolver o problema, e são facilmente interpretáveis mesmo para 
quem não conheça a sintaxe de programação. Aqui serão apenas representados os fluxogramas 
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das rotinas principais do programa “LamiSteel”, nomeadamente as que dizem respeitos às 
metodologias do dimensionamento do Anexo F do EC2 e da resistência de corte para os quais 
não é exigida armadura de esforço transverso.  
 
 
4.3.1. METODOLOGIA DO ANEXO F DO EC2 
 
Fig.4.2 – Fluxograma da metodologia do anexo F do Eurocódigo 2 
 
 
No algoritmo desenvolvido quando a condição σEdx>σEdy é falsa, é efectuada uma mudança de 
eixos. Isto é, internamente o programa faz com que σEdx=σEdy  e σEdy=σEdx  e executa  
posteriormente os cálculos exactamente da mesma forma como  definido para σEdx>σEdy, 
calculando as áreas armadura necessária, e no fim troca novamente a orientação das armaduras 
para a posição original, portanto Asx=Asy e Asy=Asx. 
No que diz respeito à verificação das tensões do betão, o programa devolve os valores de 1 e 0 
para o caso de haver esmagamento ou não do betão, respectivamente. 
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4.3.2. METODOLOGIA PARA A VERIFICAÇÃO AO CORTE EM ELEMENTOS PARA OS QUAIS NÃO É 
NECESSÁRIO ARMADURA DE ESFORÇO TRANSVERSO 
2 2
Ed0 Edx EdyV V V= +
1/3
Rd,c Rd,c ck 1 cp wV C k(100* f ) k b d = ρ + σ  Rd,cmin min 1 cp wV (v k )b d= + σ
Rd ,c Rd ,c m inV V≥ Rd Rd,cmaxV V=Rd Rd,cminV V=
Ed0 RdV V≤
 
Fig.4.3 – Fluxograma para verificação do esforço transverso em elementos que não necessitam de 
armadura 
Para a verificação da resistência ao esforço de transverso, o programa tem uma rotina que 
percorre a estrutura nó a nó e devolve os valores de 1 e 0 caso verifique ou não a condição de 
resistência ao esforço transverso VEd0≤VRd. Aconselha-se esta verificação após finalizar o 
dimensionamento das armaduras longitudinais e a sua disposição na estrutura, caso se pretenda 
entrar com contribuição favorável desta armadura no mecanismo resistente. 
 
4.4. PRÉ-PROCESSAMENTO EM “SAP2000” 
Depois de realizada a análise linear elástica é necessário criar as folhas de Excel com esforços 
necessários à importação no programa “LamiSteel”. Importa salientar que estas folhas devem 
ser definidas de forma a poderem ser lidas pela aplicação de dimensionamento. Portanto, no que 
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diz respeito as combinações de acções e casos de carga só pode ser exportado um caso de carga 
ou uma combinação de acções. Para isso é necessário ir a Display-Show Table- Element Forces-
OK. Abre uma janela com os esforços dos vários casos de carga, aí é necessário ir a 
Format/Filter/Sort-Filter Table, e escolher o caso de carga ou combinação a ser exportado 
seleccionando OK. Como se pode ver pela figura 4.4, por exemplo para ao caso de carga “Peso 
Próprio”. 
 
Fig.4.4 – Definição dos casos de carga a exportar 
 
 
Esta opção de não exportar todos os casos de carga prende-se com a dificuldade de programação 
para a identificação pelo programa “LamiSteel” das diferentes combinações. Além disso, o 
software só está capacitado para ler uma determinada quantidade de dados (65536 linhas) por 
limitação do software “MATLAB”, contudo para os casos correntes se for utilizada apenas um 
caso de carga na exportação adequa-se perfeitamente. Dessa forma, para determinar a 
envolvente de áreas de armadura é necessário analisar cada caso de carga independentemente. 
Contudo, pode-se sempre elaborar uma folha de cálculo que seleccione os valores máximos de 
armadura entre todos casos de carga e depois é só adicioná-los a uma folha de Excel com o 
padrão de importação do “SAP2000”. 
Outro aspecto importante, é exportação do Program-Control (Controlo de Programa), onde se 
guardam todas as definições análise que o software usou, sem isto é impossível a importação 
dos resultados obtido no “LamiSteel”. 
Com estas considerações, para a exportação das folhas de Excel com os esforços mEdx, mEdy, 
mEdxy, nEdx, nEdy e nEdx e dos esforços de corte vEdx e vEdy é necessário ir a Display-Show Tables. 
Aí irá aparecer a janela Choose Tables to Display (Figura 4.5) onde o utilizador terá que 
seleccionar: 
 Program Control (definições de análise) 
 Elemment Forces- Area Sheels (tabelas com os esforços) 
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Fig.4.5 – Escolha das tabelas a exportar 
 
 
Posto isto, prime-se em OK e aparecerá as tabelas seleccionadas onde o utilizador deverá fazer 
File-Export All Tables-To Excel. (Ver figura 4.6) 
 
Fig.4.6 – Janela “ Element Forces-Area Sheels” 
As folhas de Excel devem ser exportadas para o mesmo directório (Figura 4.7) de pastas onde 
está a ser executado o programa. O ficheiro Excel deverá ser gravado com o seguinte nome 
“esforços.xlsx”. 
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Fig.4.7 – Directório do programa “LamiSteel” 
 
 
4.5. INTERFACE GRÁFICA DO “LAMISTEEL” 
A interface gráfica deste processador foi realizada com a ferramenta “Guide User Interface” 
onde o utilizador poderá encontrar um ambiente simples e claro para efectuar o 
dimensionamento. (Figura 4.8) 
 
Fig.4.8 – Interface Gráfica do program “LamiSteel” 
 
Depois da modelação, do processamento da estrutura pelo software de análise “SAP2000” e da 
importação das folhas de Excel com os esforços necessários, é essencial clarificar quais os 
dados a introduzir no programa “LamiSteel” para o dimensionamento deste tipo de elementos.  
No painel de introdução de dados gerais, o utilizador encontrará dois campos onde terá que 
escolher as classes de resistência do betão e do aço a utilizar. As classes de resistência do betão 
Dimensionamento de estruturas de betão sujeitas a esforços de membrana associados com esforços de flexão de acordo com 
o Eurocódigo 2 
 
45 
 
(fck) presentes vão desde o C12/15 até ao C90/105, definidas pelo EC2. No que diz respeito ao 
aço estão disponíveis as classes S235, S400 e S500. O utilizador não deverá preocupar-se com 
os coeficientes parciais de segurança porque estes estão definidos internamente no programa.  
Também encontrará um campo onde terá que inserir a espessura do elemento. Se o utilizador 
pretender dimensionar uma membrana serão estes os únicos dados a introduzir. 
No dimensionamento das cascas, para além do que foi dito anteriormente, é necessário 
introduzir também a percentagem em função da espessura do braço do binário das forças 
resultantes no betão e na armadura. Aconselha-se que se use valores entre os 75% a 90% da 
espessura, pois este encontra-se normalmente neste intervalo, como já foi referido no capítulo 2. 
Na verificação ao esforço transverso, deve-se introduzir as percentagens de armadura, ρx e ρy, 
nas direcções x e y, respectivamente. Posteriormente, deve-se digitalizar o valor de compressão 
do pré-esforço para contabilizar o seu efeito favorável, caso contrário o programa internamente 
considerará nulo o seu efeito.  
Para o cálculo das armaduras, o programa incorpora dois botões para o cálculo da armadura 
superior e da armadura inferior, identificados por Armadura Superior e o Armadura Inferior. 
Aqui o utilizador terá apenas que premir o botão da armadura que pretende determinar e o 
programa automaticamente gerará 3 folhas de Excel por camada. Duas folhas com as 
quantidades de armaduras nos nós dos elementos finitos nas direcções x e y e mais uma folha 
com o resultado da verificação ao esmagamento do betão em todos os nós. 
Para a verificação da segurança ao corte, o utilizador terá premir o botão Verificar Corte que 
fará com que o programa crie uma folha de Excel com os resultados da verificação ao corte nos 
nós dos elementos finitos. 
No quadro seguinte pode-se ver qual o “output” do programa. 
Quadro 4.2 – Quadro resumo do “output” gerado pelo programa “LamiSteel” 
“Output” Armadura Superior Armadura Inferior Corte 
Folhas de Excel.xls Asxsup Asysup Betãosup Asxinf Asyinf Betãoinf Corte 
 
 
O programa dispõe a ainda de um separador de “Ajuda” que o utilizador poderá consultar caso 
tenha algumas dúvidas sobre as unidades utilizadas, importação de resultados e introdução de 
dados. 
Por último, o botão “Sair”, que, tal como o nome indica, fará com que o programa encerre. O 
encerramento do programa não faz com que sejam apagadas as folhas criadas na última sessão. 
 
 
4.4. PÓS-PROCESSAMENTO EM “SAP2000” 
Os resultados elaborados pelo “LamiSteel” serão importados para o “SAP2000” onde se 
poderão ver os mapas de cores das densidades armaduras necessárias, o resultado da verificação 
ao corte e esmagamento do betão.  
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O software “SAP2000” não tem efectivamente um módulo que permita importar áreas de 
armadura definidas nos nós. Aqui terá que se recorrer a um estratagema onde as áreas de 
armadura sejam interpretadas como casos de carga com acções de pressão nos nós.  
Para isso, definiu-se nas folhas de importação que os elementos finitos estariam sujeitos a 
pressão unitária e os seus nós a pressões com os valores das áreas de armadura e dos resultados 
das verificações. A consideração desta pressão unitária faz com que o programa interpole 
(recorrendo às funções de forma) os quatro valores de cada elemento finito e desenhe o mapa de 
cores. A única ressalva é que caso se faça novamente uma análise de esforços se desactive os 
casos de carga criados. Para isso basta seleccionar a opção “Do not Run” no menu “Set Load 
Cases to Run” como exemplifica a figura a seguir. (ver figura 4.9) 
 
Fig.4.9 – Definição de quais os caso de carga a analisar 
 
 
Esta questão é importante, uma vez que pode levar a erros de esforços numa posterior análise 
posterior.  
A importação faz-se indo a File-Import-SAP2000 MS Excel Spreadsheet.xlsfile, onde aparecerá 
a janela Import Tabular Database e prime-se a opção Advanced Options para definir as opções 
importação. (ver figura 4.10) 
 
 
Fig.4.10 – Importação das folhas de Excel 
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Na nova janela Tabular Database Import Options (Figura 4.11), o utilizador deverá escolher o 
separador Items in same location e definir todos os campos como Replace old one, o que fará 
que sempre que houver uma nova importação de áreas de armadura não sejam adicionadas às já 
existentes, mas sim substituídas.  
 
Fig.4.11 – Definição das condições de importação 
 
 
Finalmente, na janela Impor Tabular Database premir OK (Figura 4.12). Terá que se ir ao 
directório onde está a ser executado o programa e lá estarão as folhas de Excel necessárias. 
 
Fig.4.12 – Janela “ Import Microsoft Excel Workbook” 
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No final de cada folha de resultados importada, aparecerá um relatório de estado (Access 
Database Import Log) com indicação se a importação foi concluída com sucesso, ou se 
eventualmente existiram erros (ver figura 4.13). Normalmente, quando aparecem erros deve-se 
ao facto das folhas importadas não estarem com a formatação adequada para a importação.  
 
 
Fig.4.13 – Janela “Acess Database Import Log” 
Com todos os dados importados, o utilizador pode ver a representação gráfica acedendo a 
Display - Show Load Assigns, onde encontrará a janela Show Area Loads (Figura 4.14), onde o 
utilizador poderá escolher quais os dados a visualizar. 
 
 
 
Fig.4.14 – Procedimento para visualizar os mapas de densidades de armadura 
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Os dados serão apresentados, como se ilustra na figura a seguir, em mapas de cores. (Figura 
4.15) 
 
Fig.4.15 – Exemplo de um mapa de densidade de armaduras 
 
Premindo o botão direito do rato em cima de um nó poderá aceder a informação afecta a esse 
nó, como as áreas de armadura superior inferior, verificação da tensão no betão e verificação ao 
corte. 
 
 
Fig.4.16 – Janela ”Object Model – Point Information” 
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4.4. ELABORAÇÃO DE CORTES DE ARMADURA  
A aplicação de dimensionamento de armadura (“LamiSteel) permite a criação de gráficos 2D 
dos cortes seccionais de armaduras. Basta seleccionar os nós pertencentes ao alinhamento do 
corte e exportá-los num folha Excel com o nome “grafico.xls”, como se fez para exportar os 
esforços, só que na janela Choose Tables to Display (Fig.4.5) deverá escolher-se apenas a linha 
Joint Pattern Assignments e posteriormente qual o tipo de armadura. 
Após a exportação da folha de Excel basta clicar nos botões “Armadura Superior” ou “ 
Armadura inferior” para visualizar o corte de armadura pretendido. 
Com isto, irá aparecer um gráfico idêntico ao da figura 4.17, onde o utilizador poderá 
seleccionar qualquer ponto da curva e ver a armadura que está associada. A armadura com sinal 
negativo refere-se à armadura localizada na camada inferior do elemento. 
É possível a partir do programa “LamiSteel” exportar os gráficos para uma folha de texto para 
uma melhor análise das necessidades de armadura e da sua localização. 
 
Fig.4.17 – Gráfico de armadura de uma secção em “LamiSteel” 
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5 
Estudos Numéricos e Validação 
5.1. INTRODUÇÃO 
No presente capítulo, serão efectuadas aplicações numéricas de estruturas, algumas estudadas 
por outros autores, para a comparação e validação dos resultados obtidos pela ferramenta 
sugerida neste trabalho. Nos casos em que for possível será feita também comparação com a 
armadura obtida a partir das tabelas de dimensionamento de lajes, como as tabelas de Montoya 
[24]. Será também efectuado o estudo de um elemento sujeito a um estado plano de tensão e 
realizada a comparação da armadura determinada com aquela que é dada recorrendo a um 
modelo de escoras e tirantes. 
A análise linear elástica no estudo destes exemplos, como já referido, foi efectuada com recurso 
ao método dos elementos finitos, em “SAP2000”. Com os resultados desta análise, obtidos nos 
nós dos elementos finitos, o processo de dimensionamento foi realizado no software 
“LamiSteel”, sendo que as áreas de armadura foram depois exportadas sob forma de texto e 
utilizando as capacidades de processamento do “SAP2000” foi possível analisar os resultados 
em forma de mapa de cores. O dimensionamento, como referido no capítulo 2, foi apoiado nos 
códigos de betão armado EC2 e MC90. 
 
5.2. APLICAÇÃO 1- LAJE SIMPLESMENTE APOIADA COM INFLUÊNCIA DA COMPRESSÃO 
AXIAL 
5.2.1. DESCRIÇÃO DA APLICAÇÃO  
Este exemplo, estudado por Lourenço e Figueiras [20], serve para comparar a adequação desta 
metodologia para o dimensionamento de lajes e cascas, já que o elemento será submetido a 
carregamentos de flexão e membrana.  
 
Fig.5.1 – Geometria e carregamento da laje simplesmente apoiada 
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Desta forma, exemplo da figura 5.1, consiste numa laje simplesmente apoiada em todo o seu 
contorno, com uma espessura de 15cm e de dimensões em planta de 5.0 x6.0 m2, sujeita às 
seguintes acções: 
 carga aplicada na face superior, com valor de 15kN/m2; 
 carga axial hidrostática de compressão actuando nos quatro bordos de valor q (kN/m). 
A carga “q” define-se como um carregamento hidrostático crescente desde 0 até 200kN/m em 
intervalos de 50kN/m.  
 
 
5.2.2. ANÁLISE LINEAR ELÁSTICA 
O elemento foi modelado com uma malha de elementos finitos espaçada de 0.5 m com 120 
elementos. Os materiais utilizados na concepção estrutural foram o betão C20/25 e o aço S400 
que apresentam as características mecânicas apresentadas no quadro 5.1. 
Quadro 5.1 – Características mecânicas dos materiais estruturais usados na laje simplesmente apoiada 
C20/25 
fck 20 MPa 
fcd 16.7 MPa 
υ 0.2 
Ecm 30 GPa 
S400 
fyk 400 MPa 
fyd 347 MPa 
E 200 GPa 
 
 Os esforços para o carregamento vertical de 15kN/m2 e axial de 0 kN/m são mostrados na 
figura 5.2 
 
a) Esforço Mxx 
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b) Esforço Myy 
 
 
c)  Esforço Mxy 
Fig.5.2 – Laje simplesmente apoiada – esforços Mxx, Myy e Mxy 
 
Estes esforços correspondem ao caso de flexão simples (carga hidrostática nula). Por isso, os 
esforços que se apresentam são apenas os momentos flector Mx e My e o momento torsor Mxy, 
uma vez que os esforços Nx, Ny e Nxy são nulos. Observa-se que os momentos flectores 
apresentam valores elevados no centro da laje e vão diminuindo na direcção dos bordos, já que a 
laje permite rotação nos seus bordos. O momento torsor Mxy é elevado nos cantos da laje como 
seria de esperar. 
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5.2.3. RESULTADOS DE ARMADURA COM RECURSO AO LAMISTEEL E COMPARAÇÃO. 
5.2.3.1. Carga hidrostática q=0KN/m 
Os seguintes quadros (Quadros 5.2 e 5.3) mostram os mapas de cores da densidade de armadura 
necessária segundo as duas direcções ortogonais x e y, como resultado da interpolação das áreas 
de armadura entre os vários elementos finitos. Esta representação permite identificar as 
distribuições da armadura nas diferentes zonas da laje. 
Quadro 5.2 – Comparação dos mapas de densidade de armaduras na direcção x com Lourenço e 
Figueiras para a laje simplesmente apoiada 
Direcção X 
Armadura Superior Armadura Inferior 
LamiSteel 
 
 
Provas de Paulo Lourenço 
 
 
 
 
O quadro 5.2 mostra os mapas de densidade de armadura segundo a direcção x na face superior 
e inferior. Esta representação permite identificar as distribuições da armadura nas diferentes 
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zonas da laje. A maior quantidade de armadura aparece na zona central da camada inferior, 
como consequência dos maiores momentos flectores aí existentes. 
Quadro 5.3 – Comparação dos mapas de densidade de armaduras na direcção y com Lourenço e 
Figueiras para a laje simplesmente apoiada 
Direcção Y 
Armadura Superior [cm2/m] Armadura Inferior [cm2/m] 
LamiSteel 
 
 
 
Provas de Paulo Lourenço 
 
 
 
 
Como a laje tem as suas duas dimensões muito semelhantes, as quantidades de armadura nas 
duas direcções também o são. 
A maior quantidade de armadura aparece naturalmente na zona central da camada inferior, 
como consequência dos maiores momentos flectores. Também nas diagonais e nos cantos é 
necessária uma grande quantidade de armadura, devido ao aumento do momento flector Mxy 
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nessa direcção. A camada superior 
elevado momento Mxy.  
 
 
5.2.3.2. Resumo para todos os casos de carga hidrostática
O quadro seguinte (Quadro 5.4) mostra
todos os casos de carga hidrostática nas secções de apoio e meio vão, podendo
resultados do método proposto no trabalho e o método iterativo usado por Lourenço e Figueiras.
Quadro 5.4 – Comparação de result
Armadura na direcção y
LamiSteel 
Armaduras na direcção y
LamiSteel 
-4
-3.5
-3
-2.5
-2
-1.5
-1
-0.5
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Q=0KN/m
Q=50KN/m
Q=100KN/m
Q=150KN/m
Q=200KN/m
As (cm2/m)
-4
-3.5
-3
-2.5
-2
-1.5
-1
-0.5
0
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Q=0KN/m
Q=100KN/m
Q=200KN/m
As (cm2/m)
esforços de flexão de acordo com 
não necessita de armadura, excepto nos cantos, 
 
 os gráficos de armadura necessária na direcção y para 
ados de armaduras na direcção y com Lourenço e Figueiras para a 
Laje simplesmente apoiada 
 [cm2/m] – Zona do Apoio 
Provas de Lourenço
 
 [cm2/m] – Zona do Meio vão 
Provas de Lourenço
 
3.5 4 4.5 5
m
3.5 4 4.5 5
Q=50KN/m
Q=150KN/m
m
o Eurocódigo 2 
devido ao 
- se encontrar os 
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Os resultados da armadura obtidos pelos dois métodos são semelhantes. À medida que se 
aumenta a carga hidrostática a necessidade de armadura vai diminuindo devido ao efeito 
benéfico da compressão. 
No entanto, a ferramenta de dimensionamento sugerida determina sempre valores de armadura 
mais elevados, devendo-se isto ao facto de se considerar um valor fixo para o braço do binário 
de forças no betão e na armadura, enquanto no método de Lourenço e Figueiras este valor é 
consequência do próprio método.  
 
 
5.2.4. VERIFICAÇÕES DO ESMAGAMENTO DO BETÃO DA RESISTÊNCIA AO ESFORÇO TRANSVERSO 
PARA A LAJE SIMPLESMENTE APOIADA 
A metodologia do EC2 estabelece que tensão de compressão no betão não deve ultrapassar um 
determinado limite já discutido anteriormente. 
Desta forma, o quadro 5.5 apresenta os resultados destas verificações realizadas no pós-
processador “LamiSteeel”. 
Quadro 5.5 – Verificações do esmagamento e do esforço de corte 
Verificação do esmagamento 
Esmagamento do betão na face superior Esmagamento do betão na face inferior 
 
 
Verificação do corte 
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Verifica-se que para a laje em questão não ocorre esmagamento nas camadas superior e inferior. 
A camada superior era a camada mais problemática, uma vez que existem as forças de 
compressão. Contrariamente, na face inferior seria de esperar que não ocorresse esmagamento, 
uma vez que se trata de uma laje simplesmente apoiada e, por isso, existem forças de tracção. 
No que se refere ao esforço transverso, a laje tem capacidade resistente para suportar as forças 
de corte instaladas sem que seja necessário aumentar a espessura ou a classe de resistência do 
betão. 
 
 
5.2.5. COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS DO DIMENSIONAMENTO PELO “LAMISTEEL” COM O 
DIMENSIONAMENTO COM RECURSO ÀS TABELAS DE MONTOYA 
Nesta secção, vai-se comparar as áreas de armadura determinadas com recurso ao “LamiSteel” e 
com recurso às tabelas de Montoya (Quadro 5.6). Apenas será comparado o caso da carga 
hidrostática nula na secção de meio vão, uma vez que as tabelas de Montoya não definem 
expressões para a armadura superior, nem têm expressões para carregamentos axiais. 
Quadro 5.6 – Comparação de resultados de armaduras com as tabelas de dimensionamento de Montoya 
Direcção LamiSteel Tabelas de Montoya Diferença % 
x 4.46 4.63 3.67 
y 5.54 5.65 1.95 
 
 
Comparando com o dimensionamento recorrendo às tabelas de Montoya, a metodologia 
sugerida neste trabalho apresenta resultados muito semelhantes, com diferença média de 2.81%. 
 
 
5.3. APLICAÇÃO 2- LAJE COM UM BORDO LIVRE E TRÊS ENCASTRADOS 
5.3.1. DESCRIÇÃO DA APLICAÇÃO  
Aborda-se novamente um exemplo estudado por Lourenço e Figueiras [20] (Figura 5.3), que 
consiste numa laje de 5x6m2 com a espessura de 15cm, encastrada em três lados e um bordo 
livre. O painel encontra-se submetido a uma carga de flexão de 15kN/m2 na face superior.  
 
Fig.5.3 – Geometria e carregamento da laje encastrada com um bordo livre 
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5.3.2. ANÁLISE LINEAR ELÁSTICA 
O elemento foi modelado com uma malha de elementos finitos espaçada 0.5 m com 120 
elementos. Os materiais utilizados na concepção estrutural foram o betão C20/25 e o aço S400 
que apresentam as características mecânicas apresentadas no quadro 5.7. 
 
 
Quadro 5.7 – Características mecânicas dos materiais estruturais usados na laje encastrada com um 
bordo livre 
C20/25 
fck 20 MPa 
fcd 16.7 MPa 
υ 0.2 
Ecm 30 GPa 
S400 
fyk 400 MPa 
fyd 347 MPa 
E 200 GPa 
 
 
 
Os esforços resultantes do carregamento vertical de 15kN/m2 são apresentados na figura 5.4. 
 
a) Esforço Mxx 
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b) Esforço Myy 
 
c) Esforço Mxy  
Fig.5.4 – Laje encastrada com um bordo livre - Esforços Mxx, Myy e Mxy 
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Apenas se apresentam os esforços Mxx, Myy e Mxy, porque na ausência de carregamento axial, os 
esforços Fxx, Fyy e Fxy são nulos. As distribuições dos esforços são lógicas de acordo com as 
condições de apoio da laje. Portanto, o momento Mx tem valores negativos no bordo encastrado 
e alcança o seu maior valor positivo no centro, diminuindo até 0 no bordo livre. O momento My 
toma valores negativos nos bordos encastrados e o máximo positivo no centro da laje. 
 
 
5.3.3. RESULTADOS DA ARMADURA DETERMINADA COM RECURSO AO LAMISTEEL E COMPARAÇÃO 
COM OS RESULTADOS DE LOURENÇO E FIGUEIRAS. 
Ao aplicar o método proposto neste trabalho obtêm-se os seguintes mapas de densidade de 
armadura (Quadros 5.8 e 5.9). 
Quadro 5.8 – Comparação de resultados de armaduras na direcção x com Lourenço e Figueiras para a 
laje encastrada com um bordo livre 
Direcção X 
Armadura Superior [cm2/m] Armadura Inferior [cm2/m] 
LamiSteel 
 
 
Provas de Paulo Lourenço 
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Quadro 5.9 – Comparação de resultados de armaduras na direcção y com Lourenço e Figueiras para a 
laje encastrada com um bordo livre 
Direcção Y 
Armadura Superior [cm2/m] Armadura Inferior [cm2/m] 
LamiSteel 
 
 
Provas de Paulo Lourenço 
 
 
 
 
Observa-se uma distribuição de armadura coerente com os esforços obtidos. A maior parte da 
armadura na camada superior aparece nos bordos encastrados, para resistirem aos momentos 
negativos que aí se localizam. Na camada inferior a armadura concentra-se nas zonas dos 
momentos flectores e torsores maiores. 
Salienta-se que foram efectuados cortes segundo as direcções indicadas na figura 5.5, para 
comparar com os valores obtidos por Lourenço e Figueiras. 
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Fig.5.5 – Secções a estudar 
Quadro 5.10 – Comparação de resultados de armaduras nas secções 1 e 2 com Lourenço e Figueiras 
para a laje encastrada com um bordo livre 
LamiSteel Provas de Lourenço 
Armadura em X [cm2/m] 
 
 
Armadura em Y [cm2/m] 
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Quadro 5.11 – Comparação de resultados de armaduras nas secções 3 e 4 com Lourenço e Figueiras 
para a laje encastrada com um bordo livre 
LamiSteel Provas de Lourenço 
Armadura em X 
 
 
Armadura em Y 
 
 
 
 
Os cortes de armadura são semelhantes aos determinados por Lourenço e Figueiras, no entanto 
também aqui o método proposto neste trabalho dá maiores quantidade de armadura. As 
diferenças encontradas devem-se, para além da consideração do binário das forças, à possível 
utilização de elementos finitos diferentes. Além do que, os valores de pico de Lourenço e 
Figueiras poderiam ser um pouco maiores se os valores das armaduras fossem dados nos nós 
dos elementos finitos e não nos pontos de Gauss. 
 
 
5.3.4. VERIFICAÇÕES DO ESMAGAMENTO DO BETÃO E DA RESISTÊNCIA AO ESFORÇO TRANSVERSO 
PARA A LAJE ENCASTRADA COM UM BORDO LIVRE 
Por motivos de organização deste trabalho optou-se por não mostrar graficamente os resultados 
desta verificação, já que são os mesmos do exemplo anterior. Ou seja, foram verificadas a 
segurança ao esmagamento e ao corte.  
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5.3.5. COMPARAÇÃO DE RESULTADO DO LAMISTEEL COM O DIMENSIONAMENTO COM RECURSO ÀS 
TABELAS DE MONTOYA 
As áreas de armadura foram avaliadas nos pontos indicados na Figura 5.6, através das tabelas de 
Montoya e do programa “LamiSteel”: 
 
Fig.5.6 – Zonas de avaliação da armadura da laje encastrada com bordo livre 
 
Quadro 5.12 – Comparação de resultados de armaduras com as tabelas de dimensionamento de Montoya 
 Direcção LamiSteel Tabelas de Montoya Diferença % 
1 
ASXsup 7.07 8.03 11.9 
ASXinf 0 -- -- 
ASYsup 1.42 -- -- 
ASYinf 0 -- -- 
2 
ASXsup 0 -- -- 
ASXinf 1.93 2.94 34.4 
ASYsup 0 -- 0 
ASYinf 3.8 3.64 -4.4 
3 
ASXsup 0 -- -- 
ASXinf 0 -- -- 
ASYsup 0 -- -- 
ASYinf 5.45 -- -- 
4=5 
ASXsup 1.68 -- 18 
ASXinf 0 -- 28.7 
ASYsup 7.53 7 7.6 
ASYinf 3.51 -- -- 
 
 
O método aqui apresentado quando comparado com o dimensionamento recorrendo às tabelas 
de Montoya apresenta novamente resultados semelhantes, com diferença média de 14.65%. 
Constata-se também que as tabelas de Montoya não dão determinadas quantidades de armadura, 
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nomeadamente as armaduras superior em y na zona 1, a armadura inferior na direcção y na zona 
3 e a armadura superior em x nas zonas 3 e 4. Para além destas, estas tabelas também não 
definem armaduras para os cantos das lajes.Por isso, a omissão do dimensionamento destas 
armaduras leva que seja considerada armadura de construção baseada em conhecimentos 
empíricos. 
  
 
5.4. APLICAÇÃO 3- CÚPULA ESFÉRICA EM BETÃO  
5.4.1. DESCRIÇÃO DA APLICAÇÃO 
Neste exemplo irá ser estudado uma cúpula esférica, que apresenta comportamento de casca 
pelas suas características geométricas e condição de apoio. Ao contrário do exemplo anterior 
existem esforços de membrana devido à curvatura do elemento e à existência de apoios na base 
da cúpula que impedem as três translações. 
Assim, a estrutura consiste numa semi-esfera apoiada na sua base com espessura de 20cm e um 
raio de 5m, submetida a um carregamento de 15kN/m2, que já inclui o peso próprio (Figura 5.7). 
 
 
Fig.5.7 – Geometria da cúpula esférica 
 
 
5.4.2. ANÁLISE LINEAR ELÁSTICA 
O elemento foi modelado com uma malha de elementos finitos constituída por 600 elementos. 
Os materiais utilizados na concepção estrutural foram o betão C20/25 e o aço S400 que 
apresentam as características mecânicas apresentadas no quadro 5.13. 
Quadro 5.13 – Características mecânicas dos materiais estruturais usados na cúpula esférica 
C20/25 
fck 20 MPa 
fcd 13.3 MPa 
υ 0.2 
Ecm 30 GPa 
S400 
fyk 400 MPa 
fyd 347 MPa 
E 200 GPa 
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Analisando o quadro 5.14 pode-se verificar que os esforços de membrana são de uma ordem de 
grandeza muito superior aos esforços de flexão, o que representa tipicamente o comportamento 
de casca. Isto deve-se à elevada rigidez axial que este tipo de estruturas apresenta no seu plano 
quando comparada com a sua rigidez de flexão. As direcções x e y dizem respeito as direcções 
circunferencial e axial da cúpula esférica. 
 
 
Quadro 5.14 – Resultados dos esforços para o carregamento de 15kN/m2 na cúpula esférica 
Esforços 
Fxx [KN/m] Fyy [KN/m] 
 
 
Fxy [KN/m] Mxx [KN.m/m] 
 
 
Myy [KN.m/m] Mxy [KN.m/m] 
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5.4.3. RESULTADOS DE ARMADURA COM RECURSO AO LAMISTEEL 
Pode-se analisar os resultados da armadura pelo método aqui proposto no quadro 5.15 
 
 
Quadro 5.15 – Resultado das armaduras determinadas pelo “LamiSteel” para a cúpula esférica 
Direcção X 
Armadura Superior [cm2/m] Armadura Inferior [cm2/m] 
  
Direcção Y 
 
 
 
 
A distribuição da armadura no elemento está coerente com a distribuição de esforços. Apenas há 
necessidade de armadura na direcção x devido principalmente aos esforços de tracção Fx. Na 
direcção y, como Fy é um esforço de compressão e os momentos são reduzidos, não é necessária 
armadura tanto na face superior como na inferior. 
O valor máximo, 0.622cm2/m, para armadura em x ocorre na face superior. No entanto, esta 
armadura é inferior à armadura mínima que é o máximo dos seguintes valores: 
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2ctm
s,min t
yk
2
s,min t
f 2.9A 0.26 b d 0.26 1 0.9 0.20 2.71cm / m
f 500
A 0.0013b d 0.0013 1 0.9 0.20 2.34cm / m

= = × × × × =


= = × × × =
 
De forma simplificada, pode-se resolver o problema usando uma malha de armadura nas 
camadas exteriores de Φ12//0.25 m. 
 
 
5.4.4. VERIFICAÇÕES DO ESMAGAMENTO E DO ESFORÇO TRANSVERSO PARA A CÚPULA ESFÉRICA 
Devido aos elevados esforços axiais de compressão, a verificação ao esmagamento é o mais 
condicionante neste tipo de estruturas. Contrariamente, os esforços de corte são reduzidos, fruto 
da baixa rigidez de corte. 
 
Quadro 5.16 – Verificações do esmagamento e da resistência ao corte para a cúpula esférica 
Verificação do esmagamento  
Esmagamento do betão na face superior Esmagamento do betão na face inferior 
 
 
Verificação do corte 
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Analisando o quadro 5.16 verifica-se que não há esmagamento nas camadas e exteriores de 
betão, e a resistência ao corte é verificada. 
5.5. APLICAÇÃO 5- ELEMENTO DE BETÃO SUJEITO AO ESTADO PLANO DE TENSÃO 
5.5.1. DESCRIÇÃO DA APLICAÇÃO 
Esta aplicação diz respeito ao dimensionamento de um elemento sujeito ao estado plano de 
tensão para verificar a adequação do pós-processador de cálculo a este tipo de elementos. 
Desta a forma, o exemplo é uma peça de betão armada rectangular com 5 m de largura e 20 cm 
de espessura, simplesmente apoiada. Está aplicada uma carga majorada de 2MN na zona central 
do topo da peça e o peso próprio é desprezado. Usou-se este exemplo simples para facilitar a 
comparação dos resultados obtidos com aqueles resultantes duma análise com um modelo de 
escoras e tirantes. 
 
Fig.5.8 – Peça betão sujeita ao estado plano de tensão 
5.5.2. ANÁLISE LINEAR ELÁSTICA 
O elemento foi modelado com uma malha de elementos finitos espaçada 0.25 m com 400 
elementos. Os materiais utilizados na concepção estrutural foram o betão C25/30 e o aço S500 
que apresentam as características mecânicas apresentadas no quadro 5.17. 
Quadro 5.17 – Características mecânicas dos materiais estruturais usados na peça de betão 
C20/25 
fck 25 MPa 
fcd 16.7 MPa 
υ 0.2 
Ecm 31 GPa 
S400 
fyk 500 MPa 
fyd 435 MPa 
E 200 GPa 
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Na figura 5.9 estão representadas as trajectórias das tensões principais. 
 
 Fig.5.9 – Tensões principais na peça de betão 
 
 
Observa-se a trajectória das tensões de compressão da zona de aplicação da carga para os 
apoios, formando portanto duas escoras de compressão. Na região inferior da parede observam-
se as maiores tensões de tracção. 
 
 
5.5.3. RESULTADOS DE ARMADURA COM RECURSO AO LAMISTEEL  
Observando os gráficos da armadura nas duas direcções, estes estão de acordo com as tensões 
obtidas. Na zona inferior de parede é onde está concentrada a maior parte da armadura 
horizontal devido como já referido às tensões de tracção aí verificadas, diminuindo a sua 
necessidade à medida que se afasta dessa zona. 
No que se refere à armadura vertical, esta é apenas necessária em zonas particulares, como as 
zonas de carregamento e de apoio, devido aos elevados gradientes de tensões. Por isso, é 
importante ponderar a quantidade de armadura a colocar para não originar num 
sobredimensionamento. 
Na verificação do esmagamento do betão, as zonas mais críticas são os apoios e zona de 
carregamento já que aí que se registam as maiores tensões de compressão. Contudo, a segurança 
foi verificada, no entanto seria necessária uma verificação mais aprofundada desses locais, e o 
EC2 define na secção 6.5.4 um conjunto de regras para isso. No entanto, como isso não é do 
âmbito deste trabalho, não serão realizadas essas verificações. 
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Quadro 5.18 – Resultado das armaduras determinadas pelo “LamiSteel” para a peça de betão 
Armadura  
ASX [cm2/m] ASY [cm2/m] 
 
 
Verificação ao esmagamento 
 
 
 
Analisando o gráfico da figura 5.10, verifica-se a existência de armadura horizontal entre os 
2.25 m e os 4.5 m. Isto deve-se, às tensões transversais no inicio da formação das escoras de 
betão, pois à medida que estas se afastam para os apoios a necessidade de armadura para resistir 
às tensões transversais das escoras diminui na zona central. 
 Entre os 0 m e o 1.75 m a armadura a colocar nessa região, 14,25cm2, é dada pela resultante da 
área do triângulo de base, 16.28 cm2/m, e altura igual 1.75 m que deve ser distribuída 
efectivamente na área traccionada. 
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Fig.5.10 – Corte de armadura horizontal 
 
 
5.5.3. COMPARAÇÃO DE RESULTA
RECORRENDO A UM MODELO DE ESCORAS E TIRA
Neste ponto será feita uma comparação dos resultados obtidos pelo pós
com os resultados obtidos utilizando um modelo de
Fig.5.11 – 
Este modelo foi facilmente concebido observando o campo de 
traduzir o melhor possível o comportamento estrutural. Assim, o 
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
4
4.5
5
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na zona central da peça de betão
DOS DE ARMADURA DO LAMISTEEL COM OS RESULTAD
NTES  
-processador de cálculo 
 escoras e tirantes (Figura 5.11
 
Modelo de escoras e tirantes para a peça de betão 
 
 
tensões na figura 5.8
modelo é constituído por duas 
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escoras de compressão que descarregam nos apoios e por um tirante entre elas que equilibra as 
forças de tracção nas zonas de apoio. Assumindo, um sistema articulado plano, formado pelas 
escoras, pelo tirante e simplesmente apoiado, é possível por equilíbrio de estático determinar a 
força instalada no tirante. ~ 
As escoras principais devem fazer ângulos perto de 60º e nunca inferiores a 45º, por isso, 
assumindo uma inclinação de 60º a altura x, será: 
( )ox 2.25 tan 30 3.9m= × =  
A força na escora inclinada é: 
( )e o
F / 2 1000F 1154.7kN
cos cos 30
= = =
α
 
Assim, a força no tirante vem: 
( ) ( )ot eF F cos 1154.7 cos 60 577.4kN= × θ = × =  
Por sua vez, a área de armadura é determinada por: 
2t
s
yd
F 577.4A 13.28cm
f 50 /1.15
= = =
 
Comparando as duas soluções constata-se que o dimensionamento usando um modelo de 
escoras e tirantes dá uma armadura inferior à determinada pelo pós-processador. Isto deve-se à 
indefinição de qual é realmente a inclinação das escoras de betão, e também porque o pós-
processador de cálculo dá uma armadura distribuída na região inferior onde existem tracções, 
enquanto que o modelo de escoras tirante fornece a armadura no zona localizada. 
 
5.6. APLICAÇÃO 4- LAJE COM CONTINUIDADE NOS 4 BORDOS 
O estudo aqui apresentado prende-se com definição de armadura a colocar numa situação típica 
de uma laje de um edifício destinado a comércio. Para evidenciar o carácter prático da 
metodologia apresentada neste trabalho, será comparado o resultado do software LamiSteel com 
o resultado que provém das tabelas de Montoya. 
5.6.1. DESCRIÇÃO DO EXEMPLO  
 
Fig.5.12 – Laje com os 4 bordos em continuidade 
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A laje tem as dimensões de 5x5 m2 com os 4 bordos em continuidade com laje adjacentes 
semelhantes.  
5.6.2. ANÁLISE LINEAR ELÁSTICA 
 
A laje foi modelada com uma malha de elementos finitos espaçados 0.5m, constituída por 100 
elementos. Os apoios nos bordos das lajes foram considerados encastramentos para simular a 
continuidade da laje. 
 Os materiais utilizados na concepção estrutural foram o betão C20/25 e o aço S400 que 
apresentam as características mecânicas apresentadas no quadro 5.19. 
Quadro 5.19 – Características mecânicas dos materiais estruturais usados na laje com 4 bordos em 
continuidade 
C20/25 
fck 20 MPa 
fcd 16.7 MPa 
υ 0.2 
Ecm 30 GPa 
S400 
fyk 400 MPa 
fyd 347 MPa 
E 200 GPa 
 
 
O modelo em estudo está sujeito aos seguintes valores característicos das cargas verticais: 
Quadro 5.20 – Valores da carga na laje com os 4 bordos em continuidade 
Cargas Cargas (kN/m2) 
Peso Próprio 3.75 
Paredes Interiores e 
revestimentos 3 
Sobrecarga 6 
 
As combinações de acções para estado último são apresentadas no seguinte quadro: 
Quadro 5.21 – Combinação para Estado Limite Ultimo (ELU) 
Combinação Acção 
Coeficiente 
de 
majoração 
(γG) 
Acção 
Coeficiente 
de 
majoração 
(γG) 
Acção 
Coeficiente 
de 
majoração 
(γQ) 
ELU Peso próprio 1.35 
Paredes 
interiores e 
revestimentos 
1.35 Sobrecarga 1.5 
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Os esforços resultantes para esta situação são (Figura 5.13): 
 
a) Esforço Mxx 
 
 
 
b) Esforço Myy 
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c) Esforço Mxy  
Fig.5.13 – Laje encastrada com um bordo livre- Esforços Mxx, Myy e Mxy 
 
Os esforços Mxx e Myy são iguais, apenas rodados de 90º, o que está em consonância com a 
simetria do problema. Os esforços de flexão mais elevados surgem junto aos apoios, 
provocando forças de tracção mais elevadas na camada superior do elemento. Os momentos 
positivos aparecem a meio vão e diminuem para o exterior do elementos. Os momentos torsores 
mais elevados surgem nos cantos da laje. 
 
 
5.6.3. RESULTADOS DE ARMADURA COM RECURSO AO LAMISTEEL  
Os resultados do dimensionamento das armaduras para o modelo em estudo aparecem de 
seguida sob a forma de mapas de densidade. 
Pode-se reconhecer uma distribuição de armadura consistente com os esforços obtidos. A maior 
concentração de armadura surge junto dos apoios na face superior devido as forças de tracção 
resultantes dos momentos negativos. Na zona central do modelo apenas requer armadura na face 
inferior por razão dos momentos positivos aí localizados. 
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Quadro 5.22 – Resultados das armaduras determinadas pelo “LamiSteel” para a laje com os 4 bordos em 
continuidade 
Direcção X 
Armadura Superior [cm2/m] Armadura Inferior [cm2/m] 
 
 
Direcção Y 
 
 
 
5.6.4. VERIFICAÇÕES DO ESMAGAMENTO DO BETÃO E DA RESISTÊNCIA AO ESFORÇO TRANSVERSO 
PARA A LAJE COM CONTINUIDADE NOS 4 BORDOS 
 
As verificações do esmagamento do betão e do esforço transverso foram verificadas para a laje 
em questão. Para o esmagamento do betão, a zona crítica seria a camada superior da laje na 
zona dos bordos onde se verificam as maiores compressões, no entanto isso não se verificou. 
Quando ao esforço de corte, as zonas mais sensíveis seriam também os bordos, contudo também 
aqui a segurança foi verificada. 
 
 
 
Dimensionamento de estruturas de betão sujeitas a esforços de membrana associados com esforços de flexão de acordo com 
o Eurocódigo 2 
 
79 
 
5.6.5. COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS DO DIMENSIONAMENTO PELO LAMISTEEL COM OS 
RESULTADOS DAS TABELAS DE DIMENSIONAMENTO DE MONTOYA  
Aqui fazer-se-á, novamente, uma comparação da quantidade de armadura segundo o método 
aqui apresentado com o resultado obtido pelas tabelas de Montoya. 
As áreas de armadura foram avaliadas nos pontos representados na figura 5.14, que são os 
pontos onde se calculam a armadura pelas tabelas de Montoya para lajes com estas 
características. 
 
Fig.5.14 – Zonas de avaliação da armadura na laje com 4 bordos em continuidade 
 
Analisando o quadro 5.22, verifica-se novamente que a diferença entre o método proposto e as 
tabelas de Montoya é pequena, sendo a diferença média de 7.4%. Portanto, a disposição da 
armadura da laje não será muito mais económica que pelas tabelas de Montoya. Pode-se 
afirmar, tendo em conta o estudo dos outros dois elementos, que o dimensionamento pelas 
tabelas de Montoya dá quantidades de armadura semelhantes às determinadas pelo método 
proposto neste trabalho. No entanto, as tabelas de Montoya são omissas a algumas armaduras 
resolvendo isso com recurso a armaduras construtivas, enquanto o método aqui proposto calcula 
armadura em todas as regiões. 
 
Quadro 5.22 – Comparação de resultados de armaduras com as tabelas de dimensionamento de Montoya 
 Área de Aço [cm2/m] LamiSteel Tabelas de Montoya Diferença % 
1=3=4=5 
ASXsup 6.28 6.73 6.68 
ASXinf 0 0 -- 
ASYsup 6.28 6.73 6.68 
ASYinf 0 0 -- 
2 
ASXsup 0 0 -- 
ASXinf 2.71 2.93 8.11 
ASYsup 0 0 -- 
ASYinf 2.71 2.93 8.11 
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A figura 5.15 mostra a disposição da armadura com os resultados obtidos pelo programa 
“LamiSteel”. A disposição da armadura com os resultados das tabelas de Montoya seria 
idêntica.  
 
Fig.5.15 – Armadura e sua disposição na laje com 4 bordos em continuidade 
Após uma análise cuidada dos mapas densidade de armadura, estabeleceu-se que armadura 
inferior seria resolvida com uma malha ortogonal de Φ10/0.20 em toda a dimensão da laje. Na 
face superior optou-se por colocar 2 Φ10/0.20 até à distância de 1m do apoio e prolongar 
Φ10/0.20 até à distância de 1.5m do apoio. 
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6 
Conclusões e Trabalhos Futuros  
 
6.1. INTRODUÇÃO 
Este trabalho estuda e aplica uma metodologia de dimensionamento automático de elementos 
laminares sujeitos a esforços de membrana e flexão, com os esforços obtidos de uma análise 
linear elástica por elementos finitos, seguindo as regras preconizadas no Eurocódigo 2 para 
elementos submetidos a um estado plano de tensão. 
Neste capítulo faz-se um resumo do trabalho realizado e descrito nesta tese, onde se irão expor 
as conclusões da mesma e se propõem trabalhos futuros como continuação da linha do estudo 
desenvolvido. 
6.2. TRABALHOS REALIZADOS E CONCLUSÕES 
Assim, durante o desenvolvimento desta tese foram realizados os seguintes trabalhos: 
 Revisão bibliográfica de metodologias de dimensionamento de estruturas laminares de 
betão armado sujeita a esforços de membrana e/ou flexão, apresentadas por vários 
autores. Abordagem do que é preconizado nos regulamentos de betão armado mais 
importantes para estruturas laminares. 
 Definição e exposição de alguns conceitos e recomendações para análise linear elástica 
recorrendo ao método dos elementos finitos, para que esta seja o mais próximo do 
comportamento real da estrutura. Esta preocupação reflecte-se no facto de que um 
dimensionamento muito rigoroso não tem efeito prático se os pressupostos em que se 
baseou a análise estrutural estiverem errados.  
 Adaptação da metodologia preconizada pelo EC2 para o caso das membranas ao 
dimensionamento de elementos laminares sujeitos a esforços de membrana e flexão, ou 
seja, a transformação dos esforços de membrana e flexão no folheto médio em esforços 
de membrana nas camadas exteriores do modelo tipo “sandwich”. A questão mais 
importante aqui foi a definição braço do binário resultante das forças no betão e na 
armadura, como o EC2 não esclarece nada respeitante a isto e a sua definição seria 
complexa e fora do âmbito da tese, o autor definiu que este valor estaria entre 0.8 a 0.9 
da espessura do elemento. Esse intervalo está entre os valores mais usuais como foi 
justificado com mais profundidade no trabalho.  
 Elaboração duma aplicação de dimensionamento (“LamiSteel”) que permite em 
conjunto com as capacidades de pós-processamento do software de análise estrutural 
“SAP2000” dimensionar as áreas de armadura, verificar a resistência à compressão e 
corte do betão. A apresentação destes resultados em mapas de cores da estrutura 
permitiu identificar claramente as zonas do elemento que se estava estudar que 
necessitam de maior quantidade de armadura e onde haveria esmagamento ou rotura por 
corte no betão. 
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 Comparação e validação de resultado com outros autores. Aqui, o facto de ter-se 
considerado um valor aproximado para o binário das forças, a armadura determinada 
pelo método exposto no trabalho é sempre superior ao modelo proposto por Lourenço 
Figueiras. Isto porque no trabalho de Lourenço e Figueiras a definição do braço é 
consequência do próprio método enquanto na metodologia proposta é uma imposição 
do utilizador ao método.  
 Quando se compara o procedimento aqui proposto com aquele fornecido pelas tabelas 
de dimensionamento de Montoya, os resultados são relativamente próximos. Contudo, a 
vantagem deste procedimento é que pode-se aplicar a diferentes geometrias e diversos 
tipos de carregamento, enquanto as tabelas de Montoya apenas permitem o 
dimensionamento de geometrias e carregamento simples. Além disso, muitas vezes 
estas tabelas não fornecem o dimensionamento de algumas armaduras em zonas 
particulares da estrutura, como a armadura superior em cantos de lajes simplesmente 
apoiadas, sendo este problema resolvido com armadura construtiva de difícil percepção 
da sua real eficácia. 
 Estudou-se também uma viga-parede para aferir a aplicação do pós-processador de 
cálculo a elementos sujeitos a um estado plano de tensão. Conclui-se que, os resultados 
da armadura determinados foram satisfatórios quando comparados com aqueles 
resultantes de um dimensionamento recorrendo a um modelo de escoras e tirantes.  
 A definição e disposição da armadura por análise dos mapas de densidade de armaduras 
necessitam de uma análise profunda criteriosa por parte do engenheiro, pois este não 
pode simplesmente aplicar matematicamente os resultados da área armadura duma 
análise linear. É importante, perceber, que os regulamentos permitem alguma 
redistribuição de esforços para obter uma distribuição de armadura mais equilibrada na 
estrutura. Concluindo, o técnico terá que usar o seu bom senso e experiência para que a 
aplicação desta metodologia seja de facto eficiente. 
 
6.2. TRABALHOS FUTUROS 
Para a continuação do trabalho desenvolvido nesta tese, propõem-se as seguintes linhas de 
trabalhos futuros. 
No que diz respeito à metodologia do EC2 sugere-se: 
 Desenvolvimento de uma metodologia que permita determinar de forma eficiente e 
exacta o binário das forças nos centros de gravidade armadura e da área comprimida de 
betão para as duas direcções. 
 Verificar adequação da metodologia do EC2 comparando resultados com uma análise 
não linear. 
 No dimensionamento de estruturas do tipo casca, a segurança à instabilidade reveste-se 
de crucial importância. Porque, no caso de este elemento estar sujeito a esforços de 
compressão no seu plano podem surgir fenómenos de encurvadura que afectem 
seriamente a estabilidade do elemento. Isto é, o dimensionamento proveniente do EC2 
pode revelar-se inútil se não se garantir a segurança à encurvadura.  
 
Em relação ao dimensionamento automático, realça-se: 
 
 Desenvolvimento de uma aplicação de pós-processamento automático de armaduras que 
permita ao utilizador definir alguns parâmetros da sua disposição.  
 
Dimensionamento de estruturas de betão sujeitas a esforços de membrana associados com esforços de flexão de acordo com 
o Eurocódigo 2 
 
83 
 
BIBLIOGRAFIA 
[1] ACI-American Concrete Institute,“Building Code Requirements for Structural Concrete and 
Commentary”– ACI 318M-02 and ACI 318RM-02, American Concrete. Institute., ACI, Detroit, 
Michigan,USA, 2002. 
[2] ACI-American Concrete Institute (ACI Committee 334). ACI 334.1R-92 – Concrete Shell 
Structures: Practice and Commentary. Detroit: American Concrete Institute, 1997. 
[3] Azevedo, A. F. M., “Método dos elementos finitos”, Faculdade de Engenharia da 
Universidade do Porto, 2003. 
[4] Braestrup, Michael W., “Yeld Line Theory and Concrete Plasticity”, University of 
Cambridge, 2007. 
[5] Buttenweg,C.; Gajewski, R.; Thierauf, G., “Practical approach for the optimum design of 
reinforced concrete structures”, Department of Civil Engineering, University of Essen, 
Germany; Department of Civil Engineering Warsaw University of Technology, Poland 
[6] Chang-shick Min, “Design and ultimate behavior of RC plates and Sheels”, Department of 
Civil and Environmental Engineering, Dongguk University Seoul, Korea, 2001. 
[7] CEB – Comité Euro-International du Beton. Bulletin d’information Nº 213/214 - CEB-FIP 
Model Code 1990. London: Thomas Telford, 1993. 
[8] CEN – Comité Europeu de Normalização. “EN 1990, Eurocódigo – Bases para projectos de 
estruturas”.Abril 2002 
[9] CEN – Comité Europeu de Normalização. “EN 1991-1-1, Eurocódigo 1:Acções em 
Estruturas–Parte 1-1: Acções Gerais – Pesos volúmicos, peso prórpio,sobrecargas em 
edifícios”, Abril 2002. 
[10] CEN – Comité Europeu de Normalização, “EN 1992-2, Eurocódigo 2: Projecto de 
estruturas de betão–Regras Gerais para edifícios”, Abril 2004. 
[11] Clough, R., “The Finite Element Method After Twenty-Five Years”, Computers and 
Structures, vol. 12, pp. 361–370, 1980. 
[12] Deaton, James B., “A Finite Element Approach to Reinforced Concret Slab Design”, 
School of Civil and Environmental Engineering- Georgia Institute of Technology, 2005 
[13] Espín, Antonio Tomás, “Diseño Óptimo de Forma y Armado de Láminas de Hormigón”, 
Universidade Politécnica de Cartagena- Departamento de Estructuras y Construcción, 2007. 
[14] GUERRIN, A. Traité de Béton Armé: Toitures – Voûtes – Coupoles (Tome V). Paris: 
Dunod,1965. 
[15] Gupta, A. K., “Membrane Reinforcement in Shells”, Journal of the Structural Division, 
v.107, Proceedings of the American Society of Civil Engineers, January, 1981. 
[16] Gupta, A. K. and Sen, S., “Design of Flexural Reinforcement in Concrete Slabs”, ASCE 
Journal of the Structural Division, vol. 103, pp. 793–804, April 1977. 
[17] Gupta, A. K., “Combined membrane and flexural reinforcement in plates and vaults”,J. 
Structural. Engineering., 112 (3), p. 550-557, ASCE, 1986. 
[18] Logan, D. L., “A First Course in the Finite Element Method”. Pacific Grove, CA: 
Brooks/Cole, third ed., 2002. 
Dimensionamento de estruturas de betão sujeitas a esforços de membrana associados com esforços de flexão de acordo com 
o Eurocódigo 2 
 
84 
 
[19] Kirscer, U.; Collins, M.P. – “Investigating the Behavior of Reinforced Concrete Shell 
Elements”, Dept. Civ. Engrg., Univ. of Toronto , 1986 
[20] Lourenço, P.B.; Figueiras, J.A., “Automatic design of reinforcement in concrete plates and 
vaults”, Engineering Computations, 10 (6), pp. 519-541, 1993. 
[21] Lourenço , P.B., “Novas Metodologias para o Dimensionamento de Estruturas de Betão 
Armado”, Universidade do Minho, Guimarães, Portugal, 1992. 
[22] Lourenço, P.B.; Palacio, Kesio; Barros, J.A.O.,”Nova Formulação para o 
Dimensionamento de Estruturas Laminares de Betão Armado”, Encontro Nacional de Betão 
Estrutural,  2004 
[23] Marti, Peter, “Design of Structural Concrete: Impact of Limit Analysis”, Curitiba, 2009 
[24] MONTOYA, P. Jemenez; MESEGUER, A. Garcia; CABRE, F. Moran. Hormigón 
Armado. 11ª edicion, Barcelona: Gustavo Gili, 1981. 
[25] Musto, Joseph C.; William E. Howard; Williams, Richard R., “ Engineering 
Computations: An Introduction Using MATLAB and Excel”, McGraw Hill, 2009. 
[26] Nielsen, M.P. – “On the strength of reinforced concrete disks”, Acta Polytechnica 
Scandinavica, 1971, Civ. Engrg. Constr. Service, No 70, Copenhagen, 261 p 
[27] Nielsen, M.P., “Yield conditions for reinforced concrete vaults in the membrane state”, 
Nonclassical vault problems, p. 1030-1040, North-Holland, Amsterdam, 1964. 
[28] Orlando, J.B. Pereira, “ Análise de Estruturas II- Introdução ao Método dos Elementos 
Finitos na Análise de Problemas de Planos de Elasticidade, IST, 2005. 
[29] Palacio, Kesio,” Advances on the the design of thin surface structures in reinforced”, 
Dissertação de Doutoramento, Universidade do Minho, 2007. 
[30] Polak, M.A.; Vecchio, F.J., NonLinear Analysis of Reinforced-Concrete Shells”  
[31] Polak, Maria Anna; Vecchio Frank J., “Reinforced Concrete Shell Elements Subjected to 
Bending and Membrane Loads”, ACI Structural Journal, V.91, No.3, 1994. 
[32] RAMASWAMY, G. S. Design and Construction of Concrete Shell Roofs. Revised Edition, 
Malabar, Florida: Robert E. Krieger, 1984. 
[33] SAP2000, “CSI Analysis Reference Manual: For SAP2000, ETABS and SAFE”, Computers 
and Structures, Inc., Berkeley, California, October 2007. 
[34] Stephen, J. Chapman, “Programação em MATLAB para Engenheiros”, Livraria 
Cultura,Bookware Companion Series, 2001 
[35] TIMOSHENKO, Stephen. Theory of Plates and Shells. Auckland: McGraw-Hill, 1981. 
[36] Vecchio, Frank J.; Collins, Michael P., “The Modified Compression-Field Theory for 
Reinforced Concrete Eelments Subjected to Shear”, ACI Journal, March-April 1986. 
[37] Vecchio, F.J.,” Reinforced Concrete Membrane Element Formulations”, ASCE, Vol.166, 
No.3, 1990 
[38] Yamamoto, Taira; Vecchio, Frank J., “Analysis of Reinforced Concrete Shells for 
Transverse Shear and Torsion”, ACI Journal, V.98, No.2, 2001. 
Dimensionamento de estruturas de betão sujeitas a esforços de membrana associados com esforços de flexão de acordo com 
o Eurocódigo 2 
 
85 
 
[39] Will, Kenneth M., e. a., “Procedure for Static Analysis of Gravity Dams Using the Finite 
Element Method - Phase 1a”, U.S. Army Engineer Waterways Experiment Station - Technical 
Report ITL-87-8, 1987 
[40] Zienkiewicz, O. C., Taylor R. L., “The Finite Element Method: The Basis”, vol.1, McGraw 
Hill, Fifth Edition, 2000. 
SÍTIOS DA INTERNET VISITADOS 
www.structurae.de 1/04/2010 
www.mathworks.com 14/04/2010 
www.csiberkeley.com 14/04/2010 
 
